INTRODUCTION

Le document ressourcepour la partie du programme de terminale « Prdibébiet statistique »
donne des éléments détaillés permettant aux peafessle construire leur propre cours. Il ne s'agit
pas d’un modele reproductible tel quel mais d’uppsuit théorique sur les notions introduites pour la
premiere fois dans les programmes du secondaire.

Ces notions sont enseignées dans différents cdeslisnseignement supérieur mais le point de vue
adopté dans le programme de terminale est as$éredif

Les fondements de théorie des probabilités indsgdaes pour comprendre les notions de statistique
inférentielle présentes dans le programme sontlolévés aussi précisément que possible a ce niveau
d’enseignement.

Laloi normaleest introduite en terminale S comme loi-limite mBusuite de variables aléatoires grace
au théoreme de Moivre-Laplace. Bien qu'admis, d@otbme se visualise facilement grace a des
animations avec un logiciel de géométrie dynammusur tableur et c’est sous cette forme que la loi
normale doit étre introduite en terminale ES.

La notion dintervalle de fluctuatiom’une variable aléatoire a été introduite en sdeaet développée
en premiere dans le cadre de la loi binomiale idd'ale calculs sur tableur. Elle est enrichie par |
notion dintervalle de fluctuationasymptotiqued’'une variable aléatoire fréquence qui présente
I'intérét de pouvoir se déterminer par un simpliewaa

La notion dintervalle de confiancepour une proportion est introduite grace a l'inédle de
fluctuation asymptotique.

Tous les nouveaux items sont présentés avec degésctCelles-ci sont souvent mises en ceuvre sur
calculatrices ou avec un algorithme. Des exempkegedcices sont également proposés.

Un complément sur les lois uniforme et exponemtsedist proposé, leur approche ayant été modifiée.

L'annexe 1 présente un historiqgue du théoreme de Moivre-laplen montrant que le concept de
fluctuation d’une variable aléatoire autour de sspérance est apparu trés tot avec Jacques Bérnoull
et a gagné en précision avec Moivre puis Laplace.

L’annexe 2donne des compléments sur les lois normales, eicydaar sur la fonction de répartition.
Cette derniére n’est pas un attendu du programmis Bst utilisée par les calculatrices pour les
calculs de probabilités sur les lois normales.

L'annexe 3 propose une introductiod la théorie des sondages et donne quelques méthode
couramment utilisées.

L'annexe 4 donne le descriptif des fichiers tableurs, des ations et des algorithmes écrits dans
différents langages (Algobox, Scilab, R,...) figuradans le document. Tous ces fichiers sont
téléchargeables. Une aide a la prise en main dcidb& est également fournie.

L’annexe 5donne une approche du calcul numérique d’'une iatégrar la méthode de Monte-Carlo.

L'annexe 6fournit des éléments de justification a proposadedtion de différence significative et du
critere de disjonction des intervalles de confiapogsenté dans le programme de la filiere STI2D-
STL. Ces éléments n'ont pas a étre abordés avétdess.
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I.  VARIABLE CENTREE REDUITE

A. COMMENT CENTRER ET REDUIRE

Une variable aléatoire est dite centrée et rédiisen espérance est nulle et si son écart typelvau

Soit X une variable aléatoire discréte d’espérancé E(m, de variance \X) et d’écart type
o =,/V(X) non nul.

» Lavariable aléatoiré X —m) a une espérance nulle

. e X-m . .
e Lavariable aléatoir& = a une espérance nulle et une variance

égale a 1, donc un écart type égal a 1.

Attention

L'écart-type d’'une variable aléatoire suivant umé binomiale ne fait pas partie des contenus
mentionnés dans le programme d€ ES-L. Il convient donc, avant d’aborder le chapisur la loi
normale en terminale, de lintroduire en lien avécart-type d'une série statistique et d’en faire
percevoir les effets dans le cadre d’'une activ@&ichulation.

Si une variableX prend ses valeurs entre 0 et (X —m) les prend entre-m et n—m donc

. Si la variable aléatoireX est représentée par un

7=X"M |es prend entre- 0 et 1M
o o o

diagramme en bétons, on obtient la représentatola diariable(X —m) par translation de vecteur

—m i de ce diagramme. Puis on obtient la représentdtoia variable aléatoir2 par « réduction »
du nouveau diagramme. Les abscisses sur lesquaigsconstruits les batons sont les valeurs de
X-m

et les hauteurs des batons sont les mémes ges oblienues pour la variabfe cela conduit

a une concentration & >1. Sur le graphique ci-dessous, on a a droite lgrdiame en baton d’'une
variableX, a gauche en clair le diagramme (@€ - m) et en plus foncé celui d&

H _ _LI\M ...

Figure 1 : Effet graphique du centrage et de la rédction
sur une variable X suivant une loi® (45 ; 0,65)

Lien vers ;centrer et réduire une binomiale.ggb

B. POURQUOI CENTRER ET REDUIRE ?

Lorsqu’on passe d€ aZ, on obtient une variable aléatoire dont les pateeagespérance et variance)
ne dépendent plus de ceux e

Rappel

Une variable aléatoire qui suit la loi binomiaen, p) peut s’'interpréter comme un nombre de succes
lors de la répétition de expériences de Bernoulli indépendantes.



Soit X, une variable aléatoire suivant la loi binomialén, p) ; on a:
E(X) =np, V(%) =np(1 —p), eto (X,) = ynplL-p) .
Xn -np

Vnpd- p)

La variable aléatoird-, =—" correspond & la proportion de succés, son espEesfret sa variance
n

LavariablealéatoireZ,, = apour espérancedlpour variance Iindépendanteden etdep.

estPd= P

n
On constate qué&, a une espérance qui ne dépend pas deune variance qui diminue quand
augmente c'est-a-dire que les réalisation&de ont tendance a se resserrer » autoys lbesquen
augmente. C’est cette concentration des valeurglissprobables dE,, qui permettra d’améliorer la
prise de décision a partir des observations.

n=25 p=04 n=60 p=04

1 | |

005 [0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 055 06 065 07 075 08 08

a n
005 |0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 055 06 065 07 075 08 08

Figure 2 : Diagrammes en batons d&, pour n =25 etn = 60
Lien vers diagramme en batons de Fn.ggb

: . . , . A , Xon o
Sur les graphiques ci-dessus, on a représent@deatiime en batons d’'une varialite =—= ou X,
n

suit la loi binomiale de paramétres 25 et 0,4 B0i®t 0,4. Les valeurs prises fparsont entre 0 et 1
quel que soih.

Le paragraphe suivant va permettre de constater l@ueriable Z, «tend » vers une variable
universelle indépendante g¢e La connaissance de la loi de cette variable usélle permet de

L . . X .
préciser la fluctuation de-" autour deson espéranqge
n

[I. LA LOINORMALE CENTREE REDUITE

A. ACTIVITE :INTRODUCTION AU THEOREME DE MOIVRE -L APLACE
Dans la représentation de la figure 3, on considaeevariable aléatoir,, suivant une loi binomiale
B (n, p) et Z, est la variable centrée réduite associee.
On prend deux valeura= -1 etb =2 et on s'intéresse R(-1<Z,<2).
Pour le cas visualisé ci-dessous, on a prsl00etp =0,5.
Donc P(-1< Z,,, < 2) = P@A5< X,y < 60) .

Les valeurs prises pat,,, quand —1< Z,,, <2 sont de la formek_5j) avec 45 <« < 60.



L'idée est d’associer la loi (discrete) dg,, a des aires de rectangles, comme on le fait pour
I'histogramme d’une variable continue.

A chaque valeur dek on fait correspondre un rectangle vertical ddiaire est égale a

P(X00 =K) = P(Zloo=k_—550) et dont la base est un segment de l'axe horizcmiallongueur%,

k -50

. 1 | . L .
centré su (E étant I'écart entre deux valeurs consécutivessgrigar Z). La hauteur de ce

rectangle est don&P(X =K).
La réunion des rectangles obtenue pour 45<%60 a donc pour air®(-1< Z,, < 2) .

a= Histogramme[Séquence[(i-np)/s-0.5/s,i, 0, n+ 1], Séquence[s Combinaison[n, k] p*k (1 - p)*(n - k), k, 0, n]]

s=sart(np (1-p)) (écart type)

aire sous la courbe = 0,819

aire des rectangles = 0,847

Figure 3 : Visualisation de Pa< Z, < b)
Lien vers :binomiale et normale.qggb

Les bords supérieurs des rectangles font appataigeourbe réguliere et symétrique délimitant une

aire qui est voisine de celle de la réunion dewngges.

Le mathématicien Abraham de Moivre, protestantgasémigré en Angleterre apres la révocation de

I'édit de Nantes (1685), a découvert que cette mwest la courbe représentative de la fonction
X2

e 2. Le cours de terminale sur l'intégration permedatire que I'aire située sous cette

1
X
Jor

2
courbe vautj L

X2

1 = . A

Fe 2 dx. Pour comparer l'aire de la réunion des rectangfieslle sous la courbe,
s

on peut remplir le tableau suivant :

57 |58 |59 |60

PO
a

8 54

I3,
(6]
o1
»

k 45 | 46| 47| 48| 49 50 51 5i

P(X =k) 0,048 | 0,058 0,067] 0,07 0,078 0,0TO 0,078 0,073 670,0 0,058 | 0,048 0,039 0,03p 0,042 0,006 0,010




X2

e 2 dk, qu'on peut

: R 2 1
La somme des aires des rectangles vaut 0,85°3pfds et la valeur d§
-1y2n
obtenir avec une calculatrice, est 0,82 % pees.

A partir de I'animation proposée, on constate que :

e Lorsquen devient grand, p fixé, la largeur des rectangles est de plus es ppdtite car elle

1 1
vaut —=———.
g \np(-p)
* L’aire correspondant &(Z D[a, b]) se rapproche de l'aire entaeetb sous une courbe fixe,
X2

qui est la courbe représentative de la fonctxor e 2.

1
Jn
Exercice (TS)

_Xz
Soit la fonctiong définie parg(x) = e 2
1. Montrer que la fonction dérivég'est minimale poux =1.
2. Montrer que la fonctiork — x+ g( X est croissante syi0, +oo| .
3. Endéduire que D<a<balorsa-b< g(bh—- g §<0 etque sia<b<0 alors
O<g()-g(a)< b- &
4. En déduire que pour tous réelstb on a :|g(b) - g(d|<|b- a.

B. THEOREME DE MOIVRE -L APLACE
Le résultat suivant est au programme de la classerchinale S uniquement et il est admis.

Théoréme
On suppose que, pour tout entien, la variable aléatoire X,, suit une loi binomiale 3 (n, p).

xn_np

Vnp(-p)

b -
Alors, pour tous réelsa et b tels que a<b, on a:lim Ra<Z,<b =J‘a%e 2.dx .
T

OnposeZ, = , variable centrée et réduite associée X,, .

n - +oo

Voici ce que dit Laplace a propos des travaux dée/ida
« Moivre a repris dans son ouvragéng doctrine of Chanckte théoréme de Jacques Bernoulli
sur la probabilité des résultats déterminés pagrand nombre d’observatiohs

Il ne se contente pas de faire voir, comme Belnayle le rapport des événements qui doivent
arriver approche sans cesse de celui de leurshiiési respectives, il donne de plus une
expression élégante et simple de la probabilitélaaifférence de ces deux rapports soit contenue
dans des limites données. »

L’annexe 1 donne des développements sur ce thédi@mdamental.

! Ce résultat est la loi des grands nombEgsseconde, on a donné une forme simplifiée dei dels grands
nombres, a savoir : la probabilité que la varidi##quence s’écarte dp diminue quand le nombre
d’'observations augmente



C. LA LOINORMALE CENTREE REDUITE
Définition
Une variable aléatoir¥ suit la loi normale centrée rédditeotées (0,1) si, pour tous réeksetb
tels quea<hb,ona:

Plas X<b= j f(Xd x= j—ede

o 1 X , _ -
La fonctionf définie sur R par——=e 2 est appelée la fonction de densité de lavi¢d,1).

J2n

1. Premiéres propriétés

« festcontinue sur R.

» L’aire totale sous la courbe dlest égale a 1, elle représente la probal{té D]— oo,+oo[).

» Lafonctionf est paire ; sa courbe représentative est donétsgue par rapport a I'axe des
ordonnées.

. . 1
» L’aire sous la courbe s, +oo[ est égale aé .

e Pourtoutréel, PXK<-u)=1-PK<uU).

Sur la figure, o >0, les aires grisées sont égales en raison de latggrde la courbe
représentative.

P(Xs-u) cf PX=1)

Figure 4: Représentation graphique de la fonction @ densité de la loi normale centrée
réduite

Théoréme (au programme de terminale S)

Si X est une variable aléatoire suivant la loi normalev(0,1) alors, pour tout réelal:l]o, 1[, il
existe un unique réel positifu,, tel que P(-u, < X <u,)=1-a.

mDémonstration (faisant partie des exigibles en terminale S).

Cette démonstration est intéressante car elle pedmeréinvestir le cours sur les fonctions et
l'intégration.

2 C'est la dénomination classique et on voit erspiiurquoi elle est appelée ainsi. On peut préféader
de loi normale standard



D’aprés la symétrie de la courbe, on a pour toeitu@ositif,

P(-u< X < U) = 2P(0< X< U)= 2[0 f(Xd> = 2H(),
ou H est la primitive dd sur R qui s’annule en 0. La fonctidh est donc continue et strictement
croissante sw]O,+oo[. On auILrQwH(u) :% puisque cela correspond a l'aire sous la courhe po
u D[O,+00[, c'est-a-dire (X =0).

La fonction 4 admet donc le tableau de variations et la cowgpesentative ci-dessous :

0,95

2H (1)

courbe de 2H

0 0.2 04 0.6 08 1 1.2 14 16 18 1,962

Figure 5 : courbe de la fonction ¥

Pour tout réela compris strictement entre 0 et 1, le rée(&) est également compris strictement
entre 0 et 1 et donc, d'aprés le corollaire du tbé@ des valeurs intermédiaires, il existe un umiqu

réelu, strictement positif tel quéH (u, ) =1-a c'est-a-dire tel qué’(—ua < X< ua) =l-a.

P(X=<-u,)=a2 P(Xzu,)=a/2

Il'y a deux valeurs approchées trés utilisées fauit connaitre :

Ugos= 1,96 etug ;= 2,58 (& 10 pres)

Uo,0s €st le réel pour lequéP(—Ug g5 < X < Ug o9 = 0,95 et on a donc P(-1,96< X < 1,96 0, 9!
de mémeP(-2,58< X < 2,58k 0,9¢

Cela donne une idée de la répartition des valeaib§é &nviron 95% des réalisations Hese trouvent
entre — 1,96 et 1,96.



2. Espérance d'une loi normale centrée réduite (unigement en terminale S)

Selon la définition donnée dans le programme :
Si X suit la loia(0,1), alors I'espérance deest définie par :

. 0 . y
E(X) = lim j tf (t)dt + lim jotf(t)dt.
X - —00 ¢ X Yy - +oo

(on fera le lien avec ce qui est vu avec les loifoumes et exponentielles).

L’espérance d’'une variable aléatoXesuivant la loinv (0,1) est nulle. En effet :

e _y?
jtf(t)dt—j —teza_&joyteza:%[l—w]

0 1 X
De méme,.[ tf(t)dt =——|e 2-1
o - ey

Par passage a la limite, on obtienK€ 0.

La variance deX est définie par I'espérance du carré de I'écatteeK et son espérance soit
E((X - E(X))?) et on admet qu’elle vaut 1.

On peut proposer le calcul de la variance en es@rsielon une méthode analogue a celle utilisée pou
le calcul de I'espérance d’une loi exponentielle.

[1l. LOIS NORMALES

A. GENERALITES

On dispose d'un échantillon de 50 000 tailles (em c’hommes adultes dont voici un résumeé
statistique et un histogramrhe

Moy, Ecarttyp Mombre Minimum Maximum Médiane Interquartile
Tailles [ 175.0 g0 &0000 1451 209.5 175.0 1III,B|

Hiztogramm &

&

g -

Fourcentage
[ ] al -
L .

-y

145 150 155 160 165 170 175 180 1835 130 195 200 205 210
Tallks

Figure 6 : Répartition des 50000 valeurs de la tad

Si on centre et réduit la variable « taille »,idtbgramme obtenu présente une analogie évidepte av
la figure 3 : cela motive la définition suivante.

% Cet exemple est emprunté au document d’accompagntaablié en 2002.
“ |l faut noter qu'il s'agit ici d’'un histogramme icka variable « taille » est continue alors queladigure 3 les
rectangles ne sont pas ceux d’un histogramme aariable binomiale n’est pas continue.
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. o . . . . L X = . .
Une variable aléatoirX suit une loiv (x4, o ) si la variable aléatoire—* suit la loi normale

o
A (0,1).
L’espérance d& vautu et sa variance vadt. La notationyv (1, o °) est justifiée a 'annexe 2.

Remarque
Il s’agit d'une loi a densité c'est-a-dire qu’ilisbe une fonctiorg définie sur R telle que, pour tous

b
réelsa etb vérifianta<b, on aP(a< X <b) :I g(t)dt . L'expression de la fonction de densitéXde
a

n'est pas au programme.
On peut constater que est a la fois I'espérance et la médiageX.

Exemple

Le poids en kg des nouveaux nés a la naissanemestariable aléatoire qui peut étre modélisée par
une loi normal® de moyenne: = 3,3 et d’écart type = 0,5. La probabilité qu’'un nouveau né pése

moins de 2,5 kg a la naissance est donX:<PZ,5). La variableZ = suit la loi v (0,1).

25-33) _pr<_16)=1-F<16)~0,055.

Onaalors: P(<2,5)=PZ<

La probabilité cherchée est donc égale & 0,055%pt&s.
On peut aussi obtenir directement la valeur de€<2,5).
On donne dans le paragraphe B la méthode pouriobtdte valeur a la calculatrice.

Les intervalles « Un, deux, trois sigmas »

Les résultats suivants sont utilisés dans de nambeentextes ; ils peuvent étre visualisés sur la
figure 7 ci-dessous :

P(u—o< X < u+0)=0,68 (a1l prés)
P(u-20< X < u+20)=0,95 (& 10 prés)
P(u—-30< X < u+30)=0,997 (4 10 pres).

0,68

Cf

-
N
[e]
-
3 S
N
Q

S g
]

-

w

Q

-
+
w
Q

® Un réelm est une médiane d’une variable aIéatoirE’éX < m) =0,5

® Le poids d’'un nouveau né ne prend pas de val@gatives mais on peut vérifier queX( 0) est négligeable
de méme que K(> 5).
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Représentations graphiques montrant I'importance dda valeur de I'écart typec

Courbes représentatives des densités de la loiatlemn(0,1/4) en rouge (maximum voisin de 0,8), de
la loi normalea(0,1) en bleu et de la loi norma#e(0,4) en vert.

Figure 8: Influence de I'écart type

B. EXEMPLES D'EXERCICES

1. Montrer que sK suit la loin(0,1), alors -X suit la méme loi.

2. La sélection chez les vaches laitieres de racérancaise Frisonne Pis Noir »

La production laitiere annuelle en litres des vaclaétieres de la race FFPN peut étre modélisée par
une variable aléatoire a densi¥ de loi normale de moyenme= 6000 et d’écart-type = 400. La
fonctiong désigne la fonction de densité de cette loi ntema

1° Afin de gérer au plus prés son quota laitier (podidn maximale autorisée), en déterminant laetaill
optimale de son troupeau, un éleveur faisant nalitse vaches de cette race souhaite disposer de
certaines probabilités.

a) Calculer la probabilité qu'une vache quelcordpieette race produise moins de 5800 litres par an.
Solution

En utilisant calculatrices ou logiciels, on trouvé>(X < 5800)~ 0,3085. Certaines calculatrices et
logiciels de calcul numérique proposent une fomcti@diée a ce type de calcul (pnorm() dans R,
normalFRép chez Texas (normaFrép pour fonctionégartition de la loi normale), menu Ncd chez
Casio (Ncd pour Normal cumulative density). Il yua faux ami: P{<Xx) qui est la fonction de
répartition, en francais est appelé "distributiamdtion” en anglais, alors que notre fonction de
distribution pour une variable discréte est classigent P =x).

Attention !
Les calculatrices ne fournissent (X < x) mais seulemerP(a< X < b).

Pour le calcul deP(X < x)dans le cas oX suit une loinv (4, o ), la régle pratiquée est donc la
suivante :
+ Six=u,onutiliseP(X<x)=0,5+P(y< X< X

*  Sixspy,on utiliseP(X <x)=0,5-P(x< X< u).

Pour entrer les parameétres, il faut saisir lesuralde iz et deo (et nono?).
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R

répartition normale
pré programmée
pnorm

ou pnorm

[1] 0.3085375

ou
Complément pour
I'enseignant :
intégration numérique de la
densité d’une loi normale
de paramétres mu sigma.
(-Inf signifie moins
l'infini et Inf plus
I'infini. $value signifie
que I'on ne prend que la
valeur numérique de I'objet
résultat de la fonction
integrate. La fonction
gauss est la densité d'une
loi de Gauss d'espérance mu
et d'écart type sygma, g en
est un cas particulier)
gauss function

dnorm

integrate gauss

[1] 0.3085375

TEXAS(83Plus) et +
répartition normale pré programmée
0.5-
normalFRép

0. 3085375

ou
Complément pour I'enseignant :

intégration numérique apres changement de
variable pour se ramener a la loi normale
centrée réduite.

intégrFonct

0. 3085373

CASIO(35+) et +
répartition normale pré
programmée

Normal C.D. prob = 0.19147
.5 - .19147
. 30853

ou
Complément pour I'enseignant :
intégration numérique apres
changement de variable pour se
ramener & la loi normale centrée
réduite

Jdx

0. 3085372

b) Calculer la probabilité qu'une vache quelcordgieette race produise entre 5900 et 6100 litres de

lait par an.
Solution:

P(5900 <X < 6100)= 0,1974.

c) Calculer la probabilité qu'une vache quelconqueette race produise plus de 6250 litres par an.

Solution:

P(X > 6250) = 0,2660.

2° Dans son futur troupeau, I'éleveur souhaite edne :
a) la production maximale prévisible des 30% de vadée moins productives du troupeau.

Il s’agit de déterminer la valenrde X telle que PX <x) = 0,30.
x = 5790 litres de lait paan.

Réponse

Certaines calculatrices et logiciels de calcul nigue proposent une fonction dédiée a ce type de

calcul (gnorm() dans R pour normal quantile, FracihNde chez Texas pour fractiles de larlormale,
menu InN chez Casio pour loi normale «inverse».

R
répartition normale
réciprogue pré programmée
gnorm

[1] 5790. 24

TEXAS(83Plus) et +
répartition normale
réciproque pré programmée
FracNormale

5790. 24

CASIO(35+) et +
répartition normale
réciprogue pré programmée

I nverse Normal x = 5790.2

b) la production minimale prévisible des 20% des vadés plus productives.

Il s’agit de déterminer la valewrde X telle que PX >x) = 0,20.
Réponse X~ 6336 litres de lait par an.

13



3. Processus industriél

Poulie
_//L Le schéma ci-contre représente une pompe de dinecssistée

j d’automobile. Le processus industriel étudié este upresse

| p demmanchement de la poulie sur l'axe de la pompes

\_L ompe performances de la presse sont variables, cettabil@é ayant de
premiéere.

nombreuses causes possibles: main d'ceuvre, nhaténaiere

Sur le schéma ci-contre est spécifiée par le coctstur une cote de
<4—p! cote 39,9 mm 39,9 mm.

On a mesuré cette cote sur 40 ensembles poulieg@sps du processus de fabrication en série. Les
variations sont représentées sur le graphiquasuiv

40,05

40

*

39,95 .

39,9 PN . -

39,85 * =

39,8

39,75 .

39,7

T T T T T T T
o = e T T I (L (= = o Qi
N Ny &9 ™ ) M M

T T T T T T T T T T T T
O NN % © 0 O N ¥ © 0 9O N %
- = v — v 0 NN

1. Ce type de processus industriel induit la modtétieade la variable aléatoire « cote » par une
variable suivant une loi normafe(u, o 2)®.

Donner par lecture graphique une valeur estirdéd’espérance: et de I'écart-type & partir de

la série des 40 valeurf¢ponse environ 39,9 et 0,05

2. L’intervalle de tolérance pour cette cote est d® 390,15.

Donner, a l'aide des 40 mesures effectuées, umeivapprochée de la probabilité que la variable
cote soit dans cet intervall&Réponse environ 0,997.

4. Poids d'alerte pour cartes de controle

Une coopérative produit du beurre en microplagaetee12,5g pour des collectivités et des chaines
hételieres. Les microplagquettes sont conditionm@es des boites de 40.

Le poids des microplaquettes peut étre modéliséuparvariable aléatoire suivant une loi normale
d’espérancel = 12,5 et de variance = 0,2 et on admet que la variable aléatoégale au poids
d’'une boite de 40 microplaquettes suit alors unentomale d’espérance: =500 et de variance

o = 1,6 (les notions relatives & la variance d’'uomme de variables ne sont pas au programme,
guelques notions sont abordées en annexe 2).

La boite est jugée conforme si son poids est csneptre 496,2 g et 503,8 g (soit envirsd0+ 37 ).

" Cet exemple est emprunté a la brochure IREM n° Eh&eigner la statistique au lycée.

8 On peut vérifier la validité d’un tel modéle parsttests de normalité, mais c’est hors de propos ic

° |l existe des méthodes d’estimation par intervdéleconfiance de ces paramétres, mais ici il s&giplement
d’une valeur empirique.
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1. Calculer la probabilité qu'une boite prélevée aigament en fin de chaine de
conditionnement soit non conform&é&ponse 60,0034 10" 3prés)

2. Pour contréler le réglage de la machine, on déterrdes poids d'alerte— hetu + htels que
Pu-h<X<pu+Hh=0,99. Ces poids d'alerte sont inscrits sur cage de contrble et
correspondent a une marge de sécurité en liendegrnormes de conformite.

Calculer les poids d'alerte.

Solution

X =500
N
P(- 2,58 <Z<2,58)~0,99. Il ne reste plus, pour trouvgr—h et p +h, qu'a résoudre
'U+h_500=2,58 ot H4—h-=500

N N

Gréace a des échantillons prélevés en sortie denelads poids d'alerte permettent de déceler des
anomalies en temps réel.

Notons Z - . Z suit une loi normale centrée réduite donc nousorsRwue

=-2,58 ce qui donneu+h=503,3 et x—h=496,7.

5. Réglage d'une machine d'embouteillage dans une cérapive

Sur une chaine d'embouteillage dans une brassergyantitéX (en cl) de liquide fournie par la
machine pour remplir chaque bouteille de contendrid® cl peut étre modélisée par une variable
aléatoire de loi normale de moyennet d'écart-typeo= 2.

La législation impose qu'il y ait moins de 0,1%beiteilles contenant moins d'un litre.

A quelle valeur de la moyenmpedoit-on régler la machine pour respecter cettisligiipn?

Solution

Il s'agit déterminer la valeur de telle que P < 100) < 0,001. On détermine d'abord la vale(on
dit aussi quantile) de la loi normale centrée rieduelle que A < 2) = 0,001. On trouve (logiciels ou
calculettes)z= - 3,09. CommeZ=(X-pu)/2, il ne reste plus, pour trouver, qu'a résoudre
- 3,09 = (100 14) / 2. On trouveu = 106,18 .

R TEXAS(83Plus) et +
gnorm(p) estla FracNormale() estla

CASIO(35+) et +

fonction qui permet de
trouver t tel que
P(T<t) =~p, T étantde

fonction qui permet de
trouver t tel que P(T<t)
T étant de loi normale

est le menu qui permet de
trouver t tel que P(T<t) ~p T
étant de loi normale (c’est la

loi normale (c’est la
répartition normale
réciproque pré programmée)
programmeée) FracNormale
gnorm - 3. 0902323
[1] -3.090232

(c’est la répartition
normale réciproque pré

répartition normale réciproque
pré programmeée)

I nverse Normal x = -3.0902

2° La contenance des bouteilles étant de 110 cl, ejesli alors la probabilité gu'une bouteille déborde
lors du remplissage?

Solution: Avec =~ 106,18, on obtient (> 110 ~ 0,028.

4° Le directeur de la coopérative veut qu'il y ait nde 1% de bouteilles qui débordent au risque de
ne plus suivre la législation.

a) Quelle est alors la valeur ¢g&

Solution
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Il s’agit cette fois de détermingrtel que PX > 110) < 0,01. On trouve= 105,34 .

b) Quelle est dans les conditions de la question pjdbabilité que la bouteille contienne moins d'un
litre?

Solution

Avec cette valeur de , on obtient P{ < 100)~ 0,0038, ce qui est plus élevé que dans le cas
précédent.

c) Déterminemnu et afin qu’il y ait moins de 0,1% de bouteilles deinsod'un litre ET moins de 1%
de bouteilles qui débordent.

Solution

On cherche donc a déterminer les valeurg dedes de sorte que :
P(X<100)<0,001 et R(>110)<0,01.

Les deux contraintes sur les probabilités fourmiskss deux conditions suivantes.

On détermine d'abord la valery, de la loi normale centrée réduite telle qué P¢,,) = 0,01. On
trouve (logiciels ou calculettes),~ 2,33.
On détermine ensuite la valeyy relle que PZ < z,;) = 0,001. On trouve,s =~ — 3,09.
Les deux contraintes se traduisent donc par les idégalités suivantes :
110- 110-p 233 et 100— u
o o

On obtient donc un domaine de solutions et uneud@on pourra étre menée quant aux choix
pertinents que le directeur de coopérative pouiaai.

<-309.

6. Durée de vie d'un appareil

La durée de vie d'un certain type d’appareil estiélisée par une variable aléatoire suivant une loi
normale de moyenne et d’écart-type inconnus. Leiciigations impliquent que 80 % de la
production des appareils ait une durée de vie ddeet 200 jours et que 5% de la production &t un
durée de vie inférieure a 120 jours.

1. Quelles sont les valeurs geet g2 ?

2. Quelle est la probabilité d’avoir un appareil ddatdurée de vie soit comprise entre 200 jours
et 230 jours ?

Solution
1. On noteX la variable durée de vie. Les spécifications aduisent par :

PL20< X <200) = 08 et P(X <120) = 005.

— U

En notant toujour< = X la variable centrée réduite, on obtient :

p20-#
g

<7< 20074y _ o5 ot pz <120°H
g g

) = 005

En utilisant logiciel ou calculatrice, on obtien:i= 120 + 1,650 et yu=200-1,040.

La résolution du systéme donngs=169 et g2=884.

2. P(200<X<230=P (X< 230yP K< 200y 0,1
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IV. INTERVALLE DE FLUCTUATION

A. CAS BINOMIAL
Soit X une variable suivant une I@i(n, p) eta un réel dans l'intervalle ]0, 1].

Dans un cadre général, tout interveiteb] tel que :P(X O[a,b]) >1-a peut étre considéré comme
un intervalle de fluctuation d¢au seuill-a .

Ainsi l'intervalle [0,n] est un intervalle de fluctuation évident au séuihais il est de toute évidence
sans intérét.

On peut chercher :
» celui qui a 'amplitude minimale (IF1)

» le plus petit intervalle centré autour de I'espémanp comme dans le théoréme de Moivre-
Laplace (IF2)

» celui qui symétrise les probabilités gMesoit a I'extérieur, comme proposé dans le document
ressource de premiere (IF3)

» Dans le programme de seconde, on donne un interdalfluctuation approché au seuil 0,95,
valable sous certaines conditions, de la variaélguencer, = Xn : {p—i, p+i} (IF4)
n Jn'" n
A titre d’exemple voici les intervalles obtenus paw 100 etp =0,3 au seuil 0,95.
» IF (1) le plus petit: [22, 39] de probabilité 0025
> IF (2) centré sur 30 : [21, 39] de probabilité @96

» IF(3) (premiére) : [21, 39] avec une probabilitdémeure a 0,025 quiX soit a gauche et
inférieure a 0,025 quX soit a droite de l'intervalle.

> IF(4) (seconde) : [20, 40] de probabilité 0,9710.

On peut vérifier que, pour une méme valeurpdees différents intervalles sont de plus en plus
proches lorsqua augmente.

B. ACTIVITE : RECHERCHE ET UTILISATION D 'UN INTERVALLE DE FLUCTUATION A
L’ AIDE D’ UN ALGORITHME

Le responsable de la maintenance des machinessasoucasino doit vérifier qu'un certain type
de machine est bien réglé sur une fréquence desulec0,06. Pour cela il veut établir un programme
qui lui fournira, en fonction da (nombre de coups joués) etpléprobabilité de succes), un intervalle
de fluctuation, au seuil de 95%, de la fréquencsueés. Cela lui permettra de prendre la décidéon
régler chaque machine pour laquelle il aura obsete@s I'historique des jeux, une fréquence de
succes se situant en dehors de cet intervalleudtidltion.

1° Voici un exemple d'algorithme en Algobox et sa @i@tbn dans le logicieR permettant de
déterminer lintervalle de fluctuation d’'une var@tbinomiale selon la méthode exposée dans le
document ressource de premiére.

e On cherche le plus petit entiarpour lequelP(X < a) est strictement supérieur & 0,025 et le
plus petit entieb pour lequelP(X <b gst supérieur ou égal a 0,975.

e Etant donné qua devienta + 1 en fin de « tant que », il faut faire afficteer 1, et de méme
pourb.

e Avec Algobox, cet algorithme ne fonctionne que pour 70. Avec le logicieR il n'y a pas
cette limite. Le programm®& fournit la proposition de décision en fonction e valeur
observée (kobs) du nombre de succeés.
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2° Lors du contrdle d'une machine, le technicien taaaggu'elle a fourni 8 succes sur 65 jeux, soit
une fréquence observée de succes d'environ Ojbferkalle de fluctuation de la variable fréquence
fourni par I'un des deux programmes précédentfOgst5 ; 0,123]. Bien que la fréquence observée de
succes soit de 0,12, la regle de décision n"améas@pemettre en question le réglage de la machine.

Si le méme pourcentage de succes (0,12, kobs ave®) été observé sur 100 jeux, l'intervalle de
fluctuation aurait été de [0,02 ; 0,11], ce quiaguconduit a remettre en question le réglage de la
machine. Le technicien aurait pris la décisionégar la machine.

Algorithme Algobox : # Fontion R :

# IF binomial doc. ressour. 1ére : IF symétrique
(équilibré) en proba

# n est la taille de I'échantillon, p est la

1 VARTABLES probabilité de succes . )
2 n EST_DU_TYPE NOMBRE # kobs est le nombre de succés observé dans
3 p EST DU_TYPE NOMBRE I'échantillon
4 a EST_DU_TYPE NOMBRE # proba est le seuil de probabilité de l'intervalle
5 b EST_DU_TYPE NOMBRE de fluctuation
6 i EST_DU_TYPE NOMBRE . )
7 Frep EST_DU_TYPE NOMBRE #aestle p|US petit entier tel que P(X <= a) >
8  DEBUT ALGORITHME 0,025
9 a PREND_LA VALEUR 0 # b est le plus petit entier tel que P(X <= b) >=
10 b PREND_LA VALEUR 0 0.975
11 LIRE n ! )
12 LIRE p IFexact2 = function (n =65, p = .06, kobs = 8, proba
13 Frep PREND_LA_VALEUR 0 =.95) {
14 TANT QUE (Frep<=0.025) FAIRE a<-0:b<-0
15 DEBUT_TANT_QUE <. ; . ; -
Te Frep DREND LA VALEUR 0 repartil < ) pbinom (0 : n,n,p, lower tail T)
17 POUR i ALLANT DE 0 A a rjames(repartll) <-0 on
18 DEBUT_POUR pinf<-0
19 Frep PREND_LA VALEUR Frep+ALGOBOX_ LOI_BINOMIALE (n,p,i) while (pinf <= (1- proba)/2) {
20 FIN_POUR i i i -
. <- . =
o A PREND LA VALEUR asl pinf pbinom (a, n, p, lower.tail T)
22 FIN_TANT QUE a<-a+l }
23 TANT QUE (Frep<0.975) FAIRE pinf <- 0
24 DEBUT_TANT_QUE while (pinf < (1-(1-proba)/2)¥{
25 Frep PREND_LA_VALEUR O pinf <- pbinom (b, n, p, lower.tail =7
26 POUR i ALLANT DE 0 A b be< b+l
27 DEBUT_POUR - i
28 Frep PREND LA VALEUR Frep+ALGOBOX_LOI_BINOMIALE(n,p,i) probaab <- sum( dbinom ((a - 1):(b - 1), n, p))
29 FIN_POUR if (kobs >=(a-1) &kobs <= (b-1)) {
2 EIEREEEIELSBEALEUR b+l hypothese <- "ACCEPTEE" } else
32 a PREND LA VALEUR a-1 {hypothese <-"REFUSEE }
33 AFFICHER a #reeecAffichage des résultats et des
34 b PREND_LA VALEUR b-1 graphiques*******
35 AFFICHER b L P
36 FIN ALGORITHME cat ( \nl_[ IF exact des comptages symétrique en proba
B est: \n[",

a-1,"",b-1,"] de probabilité :", probaab,
\n\n L'IF exact des proportions symétrique en

proba est : \n [*,

(@a-1)/n""(b-1)/n" \n\ n",

"Hypothese p théorique =", p,

": confrontée a f observé ="kobs /n, " : ",
hypothese,” \n ")
}

IFexact2(n = 65, p = .06, kobs = 8)

L'IF exact des comptages symétrique en proba
est:

[1,8]de probabilité : 0.9668145

L'IF exact des proportions symétrique en proba
est:

[0.01538462 , 0.1230769 ]

Hypothese p théorique = 0.06 : confrontée a

f observé = 0.1230769 : ACCEPTEE

Lien vers intervalle de fluctuation premiére.alg

Le théoréme de Moivre-Laplace va permettre de domme intervalle de fluctuation calculable
directement, sous réserve queoit assez grand. Comme il est obtenu grace aamesmence, on le
qualifie d’intervalle de fluctuatioasymptotique
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C. INTERVALLE DE FLUCTUATION ASYMPTOTIQUE
Théoreme

Si la variable aléatoire X, suit la loi 8 (n, p), avecp dans l'intervalle ]0, 1[, alors pour tout
réel a dans l'intervalle 10, 1[on a:

\/(—p pry, YK P
LA f

et U, désigne l'unique réel tel queP(—ua <Z< ua) =1-a ouZ suit la loi normale % (0,1).

X
lim P( [ In)=1—a , oul ,désigne l'intervalle| p—u,,

n — +o0 n

mDémonstration (exigible en terminale)S

D’apres le théoreme de Moivre-Laplace, ordim P(-u, <Z,<u,) =F(-y, < Z< y,)
n- +oo

X,—np

Jnp(L-p)

Or: P(-u,<Z,<u,)= P(np u an(l np+u,./npl- p))
n

ouZz,=

Application

Quand on sait qu’une suite converge vers une limite peut considérer que pauassez grand le
terme de rang constitue une approximation te

Ici, on inverse les rbles. On connait la limite, isnpas les valeurs des termes de la suite.
On admet donc que, sous certaines conditions, anh g@procher le terme de ramgde la suite

X -
P[—”D Inj par sa limite % a.
n
Ces conditions communément admises pour praticamgsrbximation sont :

n=>30, np=5, n(l- p)= Et

m Jpl-p)
o

L'intervalle !, = est un intervalle de fluctuation

S ey /n

« approché » de la variable fréquenéé au seuil 1- a.
n

La suite de terme génér@(ﬁﬂ I,,) n’étant pas monotone, on ne peut pas savoir giolbapilité de
n
lintervalle est supérieure ou inférieure & la tierll— a (cf note®). Cette situation peut étre illustrée &

I'aide d'un tableur ou du logicieéR. Voici un exemple dans le cas qﬂ:% et a =0,05. Pour les

valeurs den entre 0 et 2000, on calcule la probabilité quxsraalzjableﬁ appartienne a l'intervalle,, .
n

On peut constater que le nuage de points obtemusapect symétrique autour de la droite d’équation
y = 0,95 et que lorsqueest grand les points se rapprochent de cetteedroit

9 Dans la pratique on parle de seuilr , les écarts par rapport & cette limite étant mésitgvoir fig 10).
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IF asymptotique
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Figure 9: visualisation de la probabilité P( X
n

O1,)

Lien vers :exploration intervalle de fluctuation asymptotiqls.

Définition
Un intervalle de fluctuation asymptotique de laiafale aléatoire~, = ﬁau seuill-a est un
n

intervalle déterminé a partir geet den et qui contienE,avec une probabilité d’autant plus proche
de1-a quen est grand. L'intervallé, du théoreme précédent est donc un intervalle déutition
asymptotique d&, au seuill-a .

Seul l'intervalle de fluctuation asymptotique awitale 95% est au programme des classes de
terminale autre que la terminale S ; c’est celuliestimis en ceuvre dans I'exemple 1 ci-dessous.

Remarque
Quandn=30, np=5, n(l- p)= & il est courant de faire les calculs impliquane urariable
binomiale en la remplagant par une variable suivaetloi normale de mémes espérance et variance.

Seul le programme de STI2D-STL mentionne cettequrat qui ne doit donc pas étre mise en ceuvre
dans les autres filieres ou tous les calculs deghitités se font a la calculatrice en utilisanidia
exacte (au programme), quelle gu’elle soit.

Les calculs d'intervalles de fluctuation et d'intalles de confiance se font avec les formules desiné
dans le programme.

D. EXEMPLES D'UTILISATION

Dans les exemples qui suivent, les tirages sordceffs sans remise. Toutefois, la taille des
échantillons considérés étant faible par rappdd taille de la population totale, on apparente les
tirages a des tirages avec remise, correspondars al un schéma de Bernoulli et permettant
d’appliquer les résultats théoriques précédents.
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1. Prise de décision

On admet que dans la population d’enfants de 14 an$ d’'un département francais le pourcentage
d’enfants ayant déja eu une crise d’'asthme danviewst de 13%.

Un médecin d’'une ville de ce département est sumghni nombre important d’enfants le consultant
ayant des crises d’asthme et en informe les sendanitaires. Ceux—ci décident d’entreprendre une
étude et d’évaluer la proportion d’enfants de 1% ans ayant déja eu des crises d’asthme.

lls sélectionnent de maniére aléatoire 100 jeupreklch 14 ans de la ville.

La regle de décision prise est la suivante : spraportion observée est supérieure a la borne
supérieure de l'intervalle de fluctuation asymmoé au seuil de 95% alors une investigation plus
complete sera mise en place afin de recherchefaggurs de risque pouvant expliquer cette
proportion élevée.

1) Déterminer I'intervalle de fluctuation asymptpte au seuil de 95% de la proportion de jeunes de
11 & 14 ans ayant eu une crise d’asthme dans amtdtdn de taille 100.9plution: [0,06 ; 0,20])

2) L'étude réalisée aupres des 100 personnes ant#ad 9 jeunes ayant déja eu des crises d’'asthme.
Que pouvez-vous conclure ?

Solution :la valeur 0,19 est a l'intérieur de l'intervalle flectuation asymptotique au seuil de 95%,
On en conclut que la régle de décision choisieréeqit pas de réaliser une enquéte supplémentaire.

3) Le médecin n'est pas convaincu par cette coimiust déclare que le nombre de personnes
interrogées était insuffisant pour mettre en éweequ’il y avait plus de jeunes ayant eu des crises
d’asthme que dans le reste du département.

Combien faudrait-il prendre de sujets pour qu'umepprtion observée de 19% soit en dehors de
l'intervalle de fluctuation asymptotique ?

Solution: il faut et il suffit que la borne supérieure Katervalle asymptotique de fluctuation soit

NOI30.87_ 4 1 goitn>120.
Jn

La taille doit donc étre de 121 sujets au minimurorssouhaite mettre en évidence une proportion
anormalement élevée dans la ville étudiée.

inférieure & 0,19 ce qui équivauDal 3+ 1,96«

4) Représenter graphiquement la taille de I'écHantnécessaire en fonction de la valgaup de la
borne supérieure de l'intervalle de fluctuationsauil de 95%.

Solution
1,96 x 0,1% 0,87

(psup- 0,1:)2

L’expression der en fonction dg sup estn =

2000 +
1800 -
1600 -
1400 -
1200 -
1000 -

effectif

800 -
600 -
400 +
200 +

0 T T T T
0,13 0,14 0,15 0,16 0,17 0,18 0,19 0,2

borne superieure

Figure 10  Représentation de la taille nécessaire en fonctiate la borne supérieure de
I'intervalle de fluctuation asymptotique

21



2. Probleme de la surréservation (surbooking)

Une compagnie aérienne possede des A340 (longsersyid'une capacité de 300 places.
Cette compagnie a vendubillets pour le vol 2012.

La probabilité pour qu'un acheteur se présentecdbarquement est et les comportements des
acheteurs sont indépendants les uns des autres.

On note X, la variable aléatoire désignant le nombre d'aeheted’un billet se présentant a
'embarquement.

La compagnie cherche a optimiser le remplissag&den en vendant éventuellement plus de places
que la capacité totale de I'avion (surréservatiosarbooking) soit icin > 300.

Comme il y a évidemment un risque que le nombrg@aksagers munis d’'un billet se présentant &
I'embarquement excede 300, la compagnie veut reitce risque.

1. Déterminer la loi deX,,.

2. On suppose qued5< p< 095. Ecrire lintervalle de fluctuation asymptotiqhedeﬁ au
n

seuil de 0,95.
, 300 . . .

3. Montrer que sil , O O'T alors la probabilité que le nombre de passaggiErésentant a

I'embarquement excéde 300 est proche de 0,05.
4. On cherche a déterminer la valeur mienaximale permettant de satisfaire la condition de

I'inclusion I, O [O@} .

n
300
a. Montrer quel, 00| 0,— |= pn+ 196vn p(l- p) —300<0.
n

b. On posef(x) = px+ 1967'x p@- p) —300.

Montrer qu’il existe un entien, unique tel que sh<n, alors f(n)<0etsin>n,

alors f(n)>0.

c. Tracer la courbe représentative dmur les valeurp = 0,85 ;p=0,9 ;p=0,95.

d. Déterminer a la calculatrice les valeursngeourp = 0,85 ;p= 0,9 ;p = 0,95.
Solution
1. X, suit une loi binomiale de parametrestp.
2. Commen>300et 0,5< p< 0,950ona np=5 etn(l- p)=5 on peut utiliser I'intervalle

de fluctuation asymptotique au seuil de 0,95 :

Jp@a- « p(1-
Jn Jn
. 300 X
3. Si In O {o,—} alors P(X, >300) < P(—”D '“j'
n n

Comme P(ﬁD I"j =0, 05 alors on peut dire queF’(Xn > 300) est proche également de
n

0,05 voire inférieur ('événement(X,>300) étant inclus dans la partie droite du

complémentaire dd,, on pourrait vérifier avec le tableur que sa prdiiébest en fait
inférieure a 0,05 poun=>300 et 05< p< 095).
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4. a. lp D[O,ﬂ)}: p+1,96 pS'__ p)s300:> np+ 1,96/ n/ pE p)r 30&
n n n

b. En posany = JX, on se raméne a une inéquation du second degiédguésout pour
x=300.

Les solutions de I'inéquatiori (x) < 0 sont donc les réels de I’interva[l@OO,xO] ou
2
_[~1,96/p (i~ p)+/120Q+ 1,96p @& p
X0 = 2p :

L’entier n, cherché est la partie entiere ¥g.

c. p=0,85enbleu,p=0,9 enrouge,p=0,95en vert.

| V - -
*
e

d. Pourp =0,85 on trouven, = 337,
Pourp = 0,9 on trouven, = 321,

Pourp = 0,95 on trouven, = 307.

3. Echantillon représentatif d’'une population pour usondage

La premiére partie de I'activité proposée page &% Btre traitée dans ce cadre.

En vue de conduire une enquéte sur certaines éasdicfues physiologiques d'une population, un
échantillon de personnes a été sélectionné etudrage en conforter la représentativité.

E. INTERVALLE DE FLUCTUATION SIMPLIFIE DONNE EN SECONDE

On reprend les notations du paragraphe C. Dareslewa = 005, on au, = 196.

La fonction p+— p(1— p) admet un maximum poyr=

Jol-p) 1
Jn Jn-

2

On peut donc majoreu,,
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On en déduit que lintervalled, = p—l967w|'3__p),p+],96—m3__p)
n n

I'intervalle I liee a 'approximation dei,,s par 1,96) est inclus dans I’intervaﬁep—%, p+%}
n n

(approximation de

etdoncona:

Pn 03, )< P(p- Xn cpet

1
—=<
n Jn~n Jn
o - 1 1 : . :
Cette inégalité prouve que | mtervaIIep—T, p+T est un intervalle de fluctuation asymptotique
n n

a un seuil au moins égal a celui de l'intervalle (proche de 0,95) et justifie le résultat énoncé en

seconde sous une forme simplifiée, ne prenantmpasrapte le caractére asymptotique.

Compte tenu du caractére asymptotique de l'intkrvdé quctuation{ } il serait

=L el
"

inexact d’affirmer que la probabilité que la vatataléatoire —" prenne ses valeurs dans cet
n

intervalle est supérieure a 0,95 pour toute valdern, méme lorsque les conditions usuelles
d’approximation sont vérifiées. Ce point a déjactéérement explicité dans le document ressource de
la classe de premiére. Nous le reprenons ici.

. . . s 1 X 1 .
On peut visualiser ci-dessous les valeurs des pilita P(p-—=<—"<p+—=) suivant les
n

o TP
valeurs dep et den et constater que le résultat énoncé en classeabmde, s'il n’est pas tout a fait

exact, fournit néanmoins en général une probaliii® proche de 0,95, ce qui justifie son utiliati
dans la pratique.

Exploration de I'intervalle de fluctuation : influence de n avec p=0.3 Exploration de I'intervalle de fluctuation : influence de n avec p = 0.5

1.00
1.00

0.89
098
|

0.98
|
0.96
|

AN

AN

094
|

Probabilité d'étre dans I'lF asymptotique
Probabilité d'étre dans I'IF asymptotique

0.92
|

0.95
0.80
|

T T T T T T
0 100 200 300 400 500

0 100 200 300 400 500 600 700
Taille n de I'échantillon
Taille n de I'échantillon
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Exploration de l'intervalle de fluctuation : influence de n avec p=0.3

1.00

0.99
1

098
1

087
1

Probabilité d'étre dans I'lF asymptotique

0.98
1

095

T T T T T T
100 200 300 400 500

o

Taille n de I'échantillon

Figure 11 : Visualisation des probabilités de l'itervalle de fluctuation de seconde poup =0,3
(figure de gauche) ep = 0,5 (figure de droite).
Lien vers iintervalle de fluctuation seconde.r

On peut constater que :

pourp=0,3 P(p —is X <p+ —) > 095 semble vérifiée pour tout entiey
o TP
X
pourp =0,5 P(p —is L<p+ —) > 095 semble étre vérifiée pour tout entiee 600.
o P
Cela conduit au résultat suivant :
Théoréme
Si la variable aléatoireX, suit la loi @ (n, p) alors, pour tout p dans ]0, 1[, il existe un entier
. X, 1
n, tel que sin=n, alors P(p——s 1< p+—)=095.
0 0 \/_ \/ﬁ

EDémonstration
Pour une variable binomial, de parametres et p, le théoreme de Moivre-Laplace prouve que, en

notantZ, la variable centrée réduite associéeXa, la limite de a, =P(-2< Z, < 2) est égale a
2P(Z £ 2)—-1 ouZ suit une loinv(0,1).
Oronal =2P(Z <2)-1> 0,954«

Donc, pour £ <0,004, si on considere l'intervalle ouveﬂt_ -&, L+ g[ contenantlL, il existe un
entiern, tel que sin=n,, ona:a, O]JL-&,L+¢&[ donca, = 095puisquel - & > 09504

X
Or a, = P( p—%‘/ pl- p<s—"< m%\/ [{1l- pj ce qui donne, en majoram(l— p) par
n n n
1/4, un intervalle de fluctuation plus Iarge dowrcpilobabilité supérieure ou égal@a

X,
Donc pour tout entien=n,, on a :P( p—— — p+—1j >0,95.
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Exemple d'activité
Selon la valeur dp, la valeur den, peut varier considérablement.
Il est d’ailleurs difficile de determiner avec éertle cette valeur dg,. On peut cependant donner des

valeurs den, grace a un algorithme de calcul.

P ‘0,35 036 037 038 039 04 041 042 0,43 0,44450,0,46 047 0,48 049 05

Ny ‘ 31 30 36 64 56 81 90 120 143 209 271 288 304 3999 3%29

On peut remarquer que la plus grande valeunglesst atteinte pourp =1/2. C’est effectivement

pour cette valeur que la fluctuation est la pluponante puisque la variance est maximale poue cett
valeur dep.

Algorithme Algobox : Programme SCILAB :
Remarque : Cet algorithme ne permet d'obteRemarque : La ligne 12 enléeve 1 a la premiére
ng que pour des valeurs geentre 0 et 0,39 cawaleur den pour laguelle Fsup — Finf < 0,95. Or, [on

Algobox ne calcule pas de valeurs avec lg dberche la plus petite valeur mé partir dg
binomiale pour des valeurs desupeérieures gaquelle FSup-Firg 95 donc on doit faire afficher
70. Or pour p=0,4 la valeur den, estn+2.

supérieure a 80. Pour le cas général il [faut
utiliser les logicielR ou Scilab par exemple.

Lien vers: recherche du n0.alg Lien vers recherche du n0.sce
¥ VARIABLES
|- n EST_DU_TYPE NOMBRE 1
I p EST_DU_TYPE NOMBRE
- Inf EST_DU_TYPE NOMERE 2 = ("p=");
- Sup EST_DU_TYPE NOMBRE
- Finf EST_DU_TYPE NOMBRE 3 n=1000;
= Fsup EST_DU_TYPE NOMERE
f=i EST_DU_TYPE NOMBERE 4
=i EST_DU_TYPE NOMBRE
L no EST_DU_TYPE NOMERE c
¥ DEBUT_ALGORITHME 5 Finf=0;
- LIRE p
I n PREND_LA VALEUR 69 I3 Fsup=1;
- Finf PREND_LA VALEUR 0 o
[~ Fsup PREND_LA VALEUR 1 7 |while Fsup-Finf:>=0.85
¥ TANT_QUE (Fsup-Finf==0 5] FAIRE
|- DEBUT_TANT_QUE s F=r R .
I Inf PREND_LA_VALEUR floor(n*p-sqrt(n)} & inf sqrt(n}};
- Sup PREND_LA VALEUR floor(n*p+sqrtin)) e R
- Finf PREND_LA_VALEUR 0 9 Sup—Ir.oor (m pragqro (m} )
[~ Fsup PREND_LA_VALEUR O
¥ POUR i ALLANT_DE 0 A Inf 10 F.S.Jp—" 'Z’.I:"PQ",.S'JF,D,F,J.—F:I;
DEBUT_POUR
Isz Egzp;nﬁmﬁmeua Finf+ALGOBOX_LOI_BINOMIALE(n.p.i) 11 Finf=cdfbin("PQ",inf,n,p,1-p);
¥ POUR j ALLANT DE 0 A Sup =T .
EDEEUT}OUR 1z n=n-1 r
Fsup PREND_LA VALEUR Fsup+ALGOBOX_LOI_BINOMIALE(n,p.j)
FIN_POUR 13 end
- n PREND_LA VALEUR n-1 .
L FIN_TANT_QUE 14 di=p(n+2);
-0 PREND_LA_VALEUR n+2 .
L AFFICHER no 15

L FIN_ALGORITHME

Exemples d’exercices

1. Les enfants sont dits prématurés lorsque la duétatonnelle est inférieure ou égale a 259 jours.
La proportion de ces naissances est de 6%. Deshehes suggérent que les femmes ayant eu un
travail pénible pendant leur grossesse sont plssegmtibles d’avoir un enfant prématuré que les
autres. Il est décidé de réaliser une enquéte swugpiten échantillon aléatoire de 400 naissances
correspondant a des femmes ayant eu pendant legsemse un travail pénible. Les chercheurs
décident a priori que si la proportion d’enfants péématurés dans cet échantillon est supérielare a
borne supérieure de l'intervalle de fluctuationrapyotique au seuil de 0,95 alors leur hypothésa ser
acceptée. Finalement le nombre d’enfants prémagstéde 50. Quelle est donc la conclusion ?

Solution :Sous I'hypothése que la proportion de prématurés béchantillon est la méme que dans la
population générale, on détermine l'intervalle ldetiation asymptotique au seuil 0,95.
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1/0,06x 0,94 v0oOo& 09
0,06-196<——————; 006 198 ———~—— | = 037,00
! /400 0 ! \ 400 [ 003 P

On calculda valeur observée de proportion de prématurés ldantmntillon et on obtient 0,125. Cette
valeur n'appartient pas a l'intervalle de fluctoatiasymptotique au seuil de 95%, donc avec la regle
de décision choisie, on rejette I'hypothése po&és. chercheurs concluent donc que la proportion
d’enfants prématurés est plus élevée chez les femagant eu un travail pénible pendant leur
grossesse.

2. 1) Vérifier que l'intervalle £2,576 , 1,696] peut étre considéré comme un inflerde fluctuation
au seuil de 95% d'une variab¥esuivant une lojv(0,1) (c'est-a-dire que R(Jl) =0,95).

2) Montrer qu’il existe une valeus minimale telle que I’intervalle[—a,a] soit un intervalle de
fluctuation au seuil de 95% dé En donner une valeur approchée & péés.

3) Montrer qu'il existe un unique réeltel queP(-2< X <-2+b)= 0,9t

Prouver queb < a+ 2 oua est la valeur de la question 2).

Déterminer une valeur approchéetrie 10 preés.

4) Montrer qu'’il n’existe aucun réeltel queP(-1< X < -1+¢)= 0,95

Solution
1. Avec une calculatrice : P2,576 <X < 1,696)= 0,95006 > 0,95
2. P(-a< X<a= 2j§ f(H)dt = F(a)

-=X

On étudie la fonctiolr. Sa dérivée edf '(X) = e2 >0

2
e
DoncF est strictement croissante [+e vers [0, . Il existe donc un réel unique tel que
F(a) =0,95.

D’apres ce qui a déja été \ayaut environ 1,96.
3. P(-2< X -2+ x):j_‘;” f(t)dt = H (x).

~Lix-2p

Cette fonction est strictement croissante car saétéest égale a—e 2

NP

CommeH (4)= Ji f (t)dt > F (1,96), il existeb unique tel queH (b) =0, 95.

Ona0,95=H )= " f ¢)d+ 0,95 j:“’ f {)d donc j:“’ ()t =-[_"f @)k <0
donca>-2+bh.

A l'aide de la calculatrice, en utilisant la foioct qui ax fait correspondrd®(-2< X < -2+ Xx),

on trouve 3,92 ¥ < 3,93.
On peut vérifier que lntervall¢- a,a] est plus court que l'ntervalle- 2-2+b].

a. j_’lm f(t)dt = j_olf (t)ct +j;1+c f () < j_olf t)ct +% .

0 -1+c
Or I_l f(t)dt <0,3% doncJ‘_l f (t)dt < 0,85 pour toutc.
Remarque

On peut démontrer plus généralement que I'intezvddl fluctuation au seuil de 95% centré en 0
est celui d’'amplitude minimale.
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V. INTERVALLE DE CONFIANCE

A. INTRODUCTION

Il est souvent difficile pour des raisons a la fbsanciéres et logistiques de pouvoir recueiliésd
données sur la population toute entiere. Le plusvesat, on se contente de travailler sur un
échantillon, c’est a dire une fraction ou sous-aride de cette population. Ceci présente bien séir de
avantages en termes de faisabilité et de colt, mgiese des contraintes pour que l'information
recueillie au niveau de I'échantillon (estimati@ojt la plus proche possible de celle de la pojriat
entiére (parametre). La démarche pratique est dosuivante :

e on sélectionne un échantillon de la population dimn étudie, on appelle cela
I’échantillonnage.

» On vérifie, selon les cas, a partir d’intervallesfiictuation que I'échantillon ainsi obtenu est
« représentatif » de la population pour degi@# qui sont connus dans la population.

Echantillonnage: sélectionner un échantillon de taitigpar
1 tirage au sort de la population

Déterminer lesntervalles de fluctuation a partir des
informations connues dans la population ou fixées

@ Echantillor

On connait par exemple
- la proportiornp de femmes

1) On calcule la frequence de
femmesd.

Sif estdans l'intervalle de
fluctuation de p, I'échantillon
est dit représentatif de la
population pour ce critere au
seuil Fa .

2) On calcule la
fréquence de
personnes ayant la
maladieM, notéefy.

On ne connait pas
- la proportiorpy de personnes ayant la
maladieM.

Estimation : a partir des données de I'échantillon on estase
2 paramétres inconnus de la populationljatervalle de confiance
au niveau de confiance de & .

Figure 13 : Principe de I'échantillonnage
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La notion d’échantillon représentatif est une goestiélicate, en particulier lorsqu’elle concerres d
personnes dans le cadre d’'un sondage. Elle I'eseatent moins lorsqu’il s’agit d’'un échantillon de
piéces dans une chaine de fabrication. Cette ndfi&chantillon représentatif est évoquée ici afn d
contextualiser un peu l'activité mais ne constgneaucun cas un objectif du programme.

Il convient également de souligner que, dans leslages, les tirages sont pour la plupart effectués
sans remise mais peuvent s’apparenter a des tieagesremise des que la taille de I'échantillon est
petite devant la taille de la population totaleqoeest le cas dans les sondages classiques.

On peut d'ailleurs observer que dans le cas caatrdintérét de ne questionner qu'un échantillon
diminue.

L'activité qui suit propose une situation de soralagnplifiée qui ne correspond pas exactement aux
techniques réelles de sondage. Quelques complénfierftamations sur les techniques de sondage et
les questions qu’elles soulévent figurent en an@exetitre informatif.

Activité

On souhaite estimer la prévalence du surpoids dia@wille V, c'est-a-dire la proportion de persanne
ayant un poids trop important par rapport a leililetaPour cela 460 personnes ont été sélectionnées
de maniére aléatoire a partir de la liste des l@ygsnconnue par la municipalité, c'est-a-dire que |
fait d’avoir été sélectionné pour participer aude est uniquement dd au hasard. On admet que cett
procédure permet d’assimiler la sélection des pes®interrogées a un schéma de Bernoulli.

Un enquéteur s’est déplacé au sein de chaque logepees avoir convenu d’'un rendez-vous afin de
recueillir les informations nécessaires a I'enquéte

1° Dans un premier temps, I'enquéteur va s’assyurerl’échantillon est représentatif de la poputatio
gu’on étudie sur des informations qu’on peut vérift qui sont en lien avec le critére étudié. Dans
cas présent on peut connaitre par exemple la giopa’hommes et de femmes dans la population de
la ville, ainsi que la répartition selon I'dge eanthndant & la municipalité qui se référera aux
informations du recensement. Parallélement on gauptabiliser le nombre d’hommes et de femmes
dans I'échantillon ainsi que la répartition sel@gyé.

Homme Femme Total
Echantillon 200 260 460

< 60 ans > 60 ans Total
Echantillon 352 108 460

On sait que, dans la population, il y a 46% d’hommneée 20% de personnes de plus de 60 ans.

a) Déterminer lintervalle de fluctuation asymptotigae seuil 0,95 de la variable aléatoire
« proportion de femmes » dans un échantillon ail&atte taille 460 sélectionné au sein de la
population de cette ville.

b) Calculer la proportion de femmes dans I'échantil&invérifier si cette valeur appartient a
l'intervalle de fluctuation.

c) Déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotig@el seuil 0,95 de la variable aléatoire
« proportion de personnes agées de plus de 60 darss»un échantillon aléatoire de taille 460
sélectionné au sein de la population de cette. ville

d) Calculer la proportion de personnes de plus derB0dans I'échantillon et vérifier si cette
valeur appartient a l'intervalle de fluctuation.

e) Si pour chacune des variables, genre et age,riaite de fluctuation asymptotique au seuil de
95% contient la valeur de I'échantillon on consed@ue I'échantillon est représentatif de la
population pour cette information. Quelle est dianconclusion pour le cas étudié ici ?
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2° La premiere étape de ce travail a donc été etamner un échantillon qui soit accepté comme
« représentatif » de la population. Ainsi les infations qui seront obtenues a partir de cet édloamti
seront généralisables, avec un certain nombreé@ptions, a I'ensemble de la population donttil es
extrait. Dans le cas de I'étude présentée ici, omhaite estimer la proportion de personnes en
surpoids ; pour cela il est tout d’abord importdet définir le surpoids. La définition du surpoids
donnée par 'OMS (Organisation Mondiale de la Spag la suivante : une personne est considérée
en surpoids si son IMC (Indice de masse corporgt)supérieur a 25. L'IMC se calcule de la
maniere suivante : Poids en kg/(taille en m)2.

La proportion de personnes en surpoids dans ['didloanétudié est de 29,5%. Comme il s'agit d’'un
calcul réalisé a partir des données d'un échantiba sait que cette valeur ne correspond pas
exactement a la valeur de la prévalence dans lalgtogm, car si nous avions pris un autre échantill
nous aurions obtenu une autre valeur. Pour cafierrdl est nécessaire de communiquer un intervalle
qui sera obtenu a partir des informations obsereé@®ur lequel on puisse dire avec un « niveau de
confiance » supérieur & 0,95 qu'’il contient la @realeur de la prévalence du surpoids dans la 8ile

f est la fréquence observée dans I'échantillon ungression de cet intervalle, qui sera appelé

if.{.i
Jn'dn

classe de seconde, prend tout son sens en terreiredé démontré en terminale S.

intervalle de confiance, e%f - } oun est la taille de I'échantillon. Ce résultat, évéaun

Déterminer un intervalle de confiance au niveaga#iance de 95%.

Solution:
1° a) L'intervalle de fluctuation asymptotique seuil de 95% est déterminé par :

p- 196—”3__'0); p+ 196—”3__'0)] ~[ 049;059].
n n

b) La proportion de femmes dans I'échantillon egtlé & 56,5%, cette valeur appartient a I'inteevall
de fluctuation calculé ci-dessus.

c) On obtient avec un calcul analogue a celui dpiksstion a) I’intervalle{ 016;0,24]

d) La proportion de plus de 60 ans dans I'échamtikst égale a 23,4%, cette valeur appartient a
I'intervalle de fluctuation calculée ci-dessus.

e) On considere que I'échantillon observé est mriatif de la population pour les deux critéres
retenus (genre et age).

La représentativité sur deux criteres ne sign¥idemment pas la représentativité sur tous lesrest

et dans tous les cas, il est peu vraisemblablengéthantillon de 460 sujets soit représentatif pour
tous les critéres. Les résultats obtenus sur uanditbn ne peuvent pas remplacer les résultatstexa
d'un recensement. Cependant la vérification préuédesur des criteres importants permet de
considérer que I'échantillon retenu est structwéme la population étudiée, au regard de certains
criteres.

2° L’intervalle de confiance calculé au niveau daf@ance de 95% est donc :

41_- 0,295 + —

~Een’

0,295 — ]e [0,25 ; 0,34].

450

Cet intervalle fournit une estimation par intereadle la prévalence du surpoids dans la ville égudié
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B. PRINCIPE GENERAL DE L 'INTERVALLE DE CONFIANCE

Etant donné un parameéfpeici une proportion inconnue, d’une populationptacédure d’estimation
consiste a utiliser les informations recueilliexslain échantillon sélectionné de maniére aléatoire

pour obtenir une valeur de la variable aléatoiégdienceF, =—" destinée a fournir une estimation
n

de p. Mais on sait que cette estimation va varier daghantillon a I'autre, de par Ructuation
d’échantillonnage, autour dep. Il est donc nécessaire d’apprécier I'incertitigte fournissant une
estimation par intervalle, appeilétervalle de confiance dep. Cet intervalle est obtenu en fonction
d’'un coefficient lié au niveau de confiance qualaccorde a cette estimation.

Lorsquen>30 etnp>5 etn(l-p)>5, la formul{p—%,p+%} fournit un intervalle de
n n

fluctuation deF, =% au seuil 0,95.
n

Supposons qup soit inconnu . On peut approcheipar la proportiorf obtenue par les données de
I'échantillon et déterminer un intervalle de confia dep au niveau de confiance 0,95.

Selon le théoréme du paragraphe 1V-C, on sait jpue;n suffisamment grand, on a :

1 X 1
P(p—-—<-—"<p+—=)= 095.
(p m<h p \/ﬁ)
Comme p—is F, < p+i équivaut a F, —is p<F, +i, on peut également
Jn Jn Jn Jn
ecrire P(F, —is p<F, +i) > 095, ce qui peut se traduire en disant que :
Jn Jn
- e 1 1 I L, \ .
l'intervalle aleatowe{Fn -—,F, +—} a une probabilité au moins égale a 0,95 de camnpeni
yn' " 4n

A partir de lintervalle aIéatoire[Fn— } on obtient, en effectuant le tirage dun

i F +i
vn' "y
échantillon, uneéalisation de cet intervalle qui fournit alors un intervalemérique de la forme
1 1
f-——,f+—=|.
{ Jn Jﬁ}
Si I'on fait un trés grand nombre de tirages, dhaae théoriquement on devraiavoir pour au plus

5% d’entre eux des intervalles ne contenant ppsojportion inconnue.

C. DEFINITION
Un intervalle de confiance pour une proportpa un niveau de confiande-a est la réalisation,
a partir d’'un échantillon, d’'un intervalle aléamicontenant la proportiop avec une probabilité

supérieure ou égale - a . Cet intervalle aléatoire est déterminé a pasilalvariable aléatoire

F, = Xn qui, a tout échantillon de taille associe la fréquence.
n

Le cas particulier odl—a = 0,95 est le seul au programme.

| s"agit toujours d’un nombre fini de réalisatioet il peut y avoir plus de 5% d’entre ellesmpicontiennent
pasp.
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Remarquel
En réalisant le tirage d'un échantillon, on obtiam intervalle de confiance de la forme

{f —i, f +i} de la proportion inconnuga un niveau de confiance de 0,95.
NCRE

Ainsi, a chaque tirage d’un échantillon, on obtientintervalle de confiance différent.

Remarque2
Un intervalle de confiance étant un intervalle ntimée, il est incorrect de conclure la déterminatio

d’'un intervalle de confiance par une phrase du typa une probabilité de 0,95 d'étre entft.Li

vn

et f +T » car il n'y a plus d’aléatoire a ce stade. ll@strevanche convenable d'écrire :
n

« L'intervalle [f } est un intervalle de confiance de la proporticcoimuep au niveau

RESPOY
N

de confiance 0,95 ».

D. INTERVALLE DE FLUCTUATION OU INTERVALLE DE CONFIANCE @ LEQUEL UTILISER ?
Régle générale
On utilise un intervalle de fluctuation lorsquepk@portionp dans la population esbnnue ou si I'on

fait une hypothese sur sa valeur.

On utilise un intervalle de confiance lorsque lI'e@ut estimer une proporticimconnue dans une
population.

Exemplel

Test de conformité d’'une proportion: on veut déterminer si la proportion observéesdan
échantillon est conforme a une valeur de référenoaue dans la population.

Sous I'hypotheése que I'échantillon est issu d'uagé aléatoire correspondant a un schéma de
Bernoulli (tirage avec remise ou s'y apparentdatyariable fréquencé, appartient a un intervalle

de fluctuation avec une probabilité déterminée.

En fonction de I'appartenance ou non de la frégqeeitservée a cet intervalle, on peut prendre une
décisionconcernant la conformité de I'echantillon.

Si les conditions d’utilisation sont réunies, omediine l'intervalle de fluctuation asymptotiquaen
on a recours a un intervalle de fluctuation calawéc la loi binomiale.

Exemple2

Estimation d’'une proportion inconnue p grace a un échantillon aléatoire

On se place dans le cas ou I'échantillon compoutenains 30 éléments afin de pouvoir utiliser
I'intervalle de confiance au programme.

Si la fréquence observéest telle quenf =5 et n(1- f)=5, on considére qu’'on peut conclure qu'un

intervalle de confiance deau niveau de confiance 0,95 %ﬂt—

Le tableau suivant récapitule ce qui est au programe chaque classe du lycée.
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Intervalle de fluctuation Intervalle de confiance
p connue p inconnue

n >25et0,2< p< 0,8, seuil 95%

SECONDE 1 1 Sensibilisation
{‘"ﬁ p*ﬁ}
PREMIERE Avec la loi binomiale
n> 30 etnp> 5 etn(1-p) > 5 Au niveau de confiance
95%

Asymptotique au seull-a

TERMINALE _ 11
. { \/p(-p p+%\/pf/_- )} [f ik Jﬁ}

En terminale autre que $,=0,05 doncu, =1,96.

E. AUTRE INTERVALLE DE CONFIANCE

Il existe d’autres manieres de déterminer un intexngsl confiance d’'une proportion.
Dans les commentaires du programme, il est signaédans d’autres champs disciplinaires on utilise

I’intervalle[ 1967"f3_f)f L96Vf3_f)}

La justification de cet intervalle est hors prognaen

Exemple
Pour un niveau de confiance de 0,95, oa,a=1,96. Si sur un échantillon de taille 100 on observe

une valeur de la fréquence égale a 0,44, I'intéevdé confiance dp au niveau 0,95 obtenu avec la
formule précédente est [0,343; 0,537].

L'intervalle [f - } donne [0,34 ; 0,54].

=T

F. ETUDE DE LA LONGUEUR DE L’INTERVALLE DE FLUCTUATION ET CONSEQUENCE

POUR L’ INTERVALLE DE CONFIANCE
\/ p( ) v PL— p) p( -

longueur 2u,, —“ps__p) Donc poura etn fixés, la longueur dd , varie comme,/ p(1- p). Elle
n

est donc maximale quangd :% et d’autant plus faible gqueest proche de 0 ou de 1.

Quelques valeurs de la longueu, w pour n =1000 :
n

L'intervalle de fluctuation asymptotiquel , = a pour

p=0,1 p=0,3 p=04 p=0,5
a=0,05 0,037 0,057 0,061 0,062
a=0,01 0,049 0,075 0,08 0,082
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Conséquence pour l'intervalle de confiance

Si on cherche a estimer par intervalle, au niveaoahfiance 0,95, une valeur pdont on sait qu’elle
est plutdt proche de 0,5 (cas du second tour dectién présidentielle), on a un intervalle de
confiance, appelé dans ce cas fourchette de sondtagsplitude proche de 0,06.

Si on cherche a estimer une valeupd®ns doute inférieure a 0,1 (cas des petits carsditii premier
tour), on a une fourchette d’amplitude proche @4 0,

On constate sur le tableau précédent quetant fixé, I'augmentation du niveau de confiance
augmente simultanément la longueur de l'intervddieconfiance, ce qui est un résultat général facile
justifier (et & concevoir).

G. DETERMINATION DE LA TAILLE MINIMALE DE L 'ECHANTILLON POUR AVOIR UNE
PRECISION DONNEE

On étudie d’abord la taille minimale de I'échawtillpour avoir une longueur donngele l'intervalle
de fluctuation pour un seuil ou un niveau de cordfefixé.

1) Avec l'intervalle asymptotique de seconde (dane 005 et pour toup)

f

o . _ 4
On cherchen tel que— < ace qui équivaut a = =z

Quelques valeurs :
Valeur dea 0,06 0,04 0,02 0,01

Valeur den 1112 2500 10000 40000

Conséquence pour la taille de I'échantillon nécessa pour obtenir une amplitude de I'intervalle
de confiance fixee

Ona:P(p—%S%Sp+%}20,95@ P(T}n \/1?1< <ﬁ+ﬁ] 0,9t

L'amplitude de l'intervalle de fluctuation est éemment la méme que celle de lintervalle de
confiance.

Donc, avec un niveau de confiance de 0,95, powenihin intervallede confiance d’amplitude 0,06,
il faut un échantillon de taille 1112 au moins.

2) Avec l'intervalle asymptotiqué,, =|: ( _P) » P+ Uy pf/_— )}

On cherchen tel que2u, —”Pf/l__p) < a ce qui équivaut & = 4%2—21_p) .
Donnons quelques valeurs :rl
Pourp=0,5
Valeur dea 0,06 0,04 0,02 0,01
Valeur den si a= 0,05 1067 2401 9604 38416
Valeur densi a=0,01 1849 4161 16641 66664
Pourp=0,1
Valeur dea 0,06 0,04 0,02 0,01
Valeur den si a= 0,05 385 865 3458 13830
Valeur densi a=0,01 666 1498 5991 23964
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H. APPLICATIONS
1. Exemple de détermination d'un intervalle de confiace

Prenons un cas tres classique : un sondage pelitoyaécédant le premier tour d’'une élection
présidentielle.

Le 18 avril 2002, I'institut IPSO8effectue un sondage dans la population en agetde. v

On constitue un échantillon de 1000 personnesr{iascsur les listes €électorales) que I'on suppose
choisies ici de maniére aléatoire. Ce n'est pasde en pratique (voir plus loin le paragraphe
« sondages ») mais le principe reste le méme que i exemple.

Les résultats partiels en sont les suivants :

Sur les 1000 personnes

135 ont déclaré vouloir voter pour Jean-Marie Le Pe

195 ont déclaré vouloir voter pour Jacques Chirac

170 ont déclaré vouloir voter pour Lionel Jospin.

On peut déterminer trois intervalles de confiancaigeau de confiance de 95%

Jean-Marie Le Pen [0,136,032 ; 0,135+0,032] = [0,103 ; 0,167]

Jacques Chirac [0,198,032 ; 0,195+0,032]=[0,163 ; 0,227]

Lionel Jospin [0,1760,032 ; 0,170+0,032]=[0,138 ; 0,202].

Donc la valeur unique en pourcentage donnée pastitiit est entachée d’'une imprécision de3+/
points. En examinant les trois intervalles trouvés, peut a posteriori dire que le vrai résultat
(16,99%,19,9%,16,2%) est compatible avec ceux-cir gacques Chirac et Lionel Jospin car leurs
résultats sont dans les intervalles correspond&mtgevanche, le résultat de Jean-Marie Le Pen est
légérement supérieur a la borne supérieure dergenvalle de confiance (mais l'institut CSA lui
donnait 14%, ce qui donne un intervalle [0,108L7Q] qui contient son score reel).

2. Simulations

Le graphique ci-dessous donne 100 intervalles adiazoce simulés au niveau de confiance 0,95
obtenus a partir de 100 échantillons de 50 indwigltraits de la méme population.

Intervalles de confiance au niveau 95%, d'une proportion dans la population
calculés a partir de 100 échantillons simulés, de taille 50

1.0

06
|

proportion de succés dans I'échantilion
04

!
e

—
p———
=
PR
—
e
e

0 20 40 60 80 100

100 simulations

Figure 14
Lien vers iintervalles de confiance simulés.r

120n peut consulter le siteww.ipsos.fr/faq pour des détails sur les méthodes utiliséesegtanstitut.
'3 pour chaque candidat, on applique la méthode geété pour déterminer un intervalle de confianctade
proportion d'électeurs lui étant favorables.
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On peut constater sur la figure 14 une fluctuatioportante des bornes des intervalles de confiance
numériques obtenus a chaque simulation.

Remarque Les échantillons étant de taille 50, il y a égatent 51 valeurs possibles de la fréquence
ce qui explique que l'on retrouve plusieurs fois leémes intervalles de confiance dés qu’on fai plu
de 51 simulations.

La méme simulation (figure 15) avec 100 intervalliesconfiance simulés au seuil 0,95 obtenus a
partir de 100 échantillons de 1000 individus esxdrdie la méme population (la proportion inconnue
est choisie aléatoirement a chaque série de 1Qnhéibbns) fait apparaitre une moindre fluctuation
des bornes des intervalles.

Intervalles de confiance au niveau 95%, d'une proportion dans la population
calculés a partir de 100 échantillons simulés, de taille 1000
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00

0 20 40 60 80 100

100 simulations

Figure 15

» Simulation simple d’un échantillon avpénconnue.
Il s’agit de simuler des tirages d’échantillons slame population ou une proportiprest inconnue
pour déterminer des intervalles de confiance da niveau de confiance 0,95.
On cache donc la valeur g€qui peut étre choisie au hasard) qui permet ide f&s simulations et on
fait afficher les intervalles de confiance trouves.

E3 Microsoft Excel - simulation sondage
] Fichier Edition Affichage Insertion Format Outils Données Fepétre 2

N EE A dAIVB %R S0 BT -8|Me |k 0
9 v =
A | B [ ¢ [ B T E T F 1 G [ H T I

1] ] 0 oi=

(2] 0 1

3 | 0 1 & . 1 g

4 1 1 fourchette candidat 0,18 0,25

EX 7 1

ER 1 1

Lien vers :simulation sondage.xls

La cellule G1 contient alea() ou un nombre masdnoéscentre 0 et 1.
Les cellules G3 et H3 contiennent les bornes iafies et supérieures de l'intervalle de confiance.
L’appui sur F9 relance la simulation avec une ndawaleur dep.

e Simulation de plusieurs échantillons avec la méadeur dep inconnue.

On peut simuler sur tableur pour une proportionoimae fixée un grand nombre de calculs
d’intervalles de confiance a un niveau de confiaque'on peut choisir.
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fréquence dans la

population p =

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60%

niveau de
confiance =
échantillon | fréguence fourchette

1 49% [ 39.20% 58.80% ]
> 41% [ 31.36% 30.64% ]
3 45% [ 33.25% 54.75% ]
4 41% [ 31.36% 50.64% ]
5 39% [ 29.44% 4856% ]
6 41% [ 31.36% 50.64% ]
7 38% [ 2849% 4751% ]
8 41% [ 31.36% 50.64% ]
9 46% [ 36.23% 35,77% 1]
10 44% [ 3427% 53.73% ]
11 45% [ 35.25% 5475% ]
12 46% [ 36.23% 55.77% 1]
13 51% [ 41.20% 60.80% ]
14 44% [ 3427% 53.73% 1]
15 41% [ 31.36% 30.64% ]
16 43% [ 33.30% 52,70% ]
17 46% [ 36.23% 55.77% 1]
18 50% [ 40.20% 39.80% ]
19 47% [ 37.22% 56.78% ]
20 46% [ 3623% 55.77% ]
21 46% [ 36.23% 35.77% 1]
22 43% [ 33.30% 52.70% ]
23 56% [ 46.27% 65.73% ]

Lien vers :intervalles de confiance simulés-peignestbds

Exemples d’exercices

1. Diagnostic de la jaunisse

Un test de diagnostic rapide effectué sur des su@ériques (coloration jaune de la peau, des
mugqueuses -couche de cellules de protection reapulgs organes creux en contact avec I'extérieur-
et du blanc de I'ceil —sclérotique-) doit permettiestimer si I'ictere est d’origine virale ou nasans
avoir besoin de faire des analyses longues et ¢gugds. Cependant il est important de pouvoir
s'assurer que ce test est de bonne qualité cwist-agu’il doit pouvoir indiquer correctement si
I'ictére est viral ou non. Il doit étre capabled®ntifier correctement le type d’ictere : il estsjid
chez les sujets dont I'ictere est viral et négstibn.

Une étude est effectuée sur 100 personnes ayaidtane viral et 100 personnes ayant un ictere

d’origine non virale.

Les résultats obtenus sont présentés dans le tadilel@ssous

Hépatite virale

Ictere d'origine non viralle

Test positif

85

20

Test négati

15

80

14 Auteur du fichier : Stéphane Keller, LEGTA Louiagteur
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d)

2.

Déterminer la proportion de sujets ayant un tesitipgarmi ceux ayant un ictére viral.

Déterminer un intervalle de confiance a 95% dertp@rtion de tests positifs lorsque l'ictere est
viral. Cette proportion est appelée sensibilitéteki diagnostic, c'est-a-dire la probabilité qu'une
personne ayant un ictére viral réagisse au testtesindiagnostic sera d’autant meilleur que la
sensibilité est importanteéponse [0,75 ; 0,95]).

Déterminer la proportion de sujets ayant un tegatiEparmi celles ayant un ictere non viral.

Déterminer un intervalle de confiance a 95% dertg@rtion de tests négatifs lorsque l'ictere est
non viral. Cette proportion est appelée spécifidtétest diagnostic, c'est-a-dire la probabilité
gu’une personne ayant un ictéere non viral ne réagiss au test. Un test diagnostic sera d’autant
meilleur que la spécificité est importantégonse [0,7 ; 0,9]).

Dépistage de la bronchiolite

Dans le but d’évaluer la prise en charge de ladimofite du nourrisson dans un hopital de la région
Aguitaine, une étude rétrospective a été mise a&repl

1)

2)

Il est recommandé de coucher I'enfant de mani&re iticlinée (couchage en proclive) dans le
cadre de la prise en charge de la bronchioliteéaiue cette pratique a partir d'un échantillon de
134 dossiers. 106 des enfants ont été couchéselivpr

Déterminer un intervalle de confiance au niveawadiance de 95% de la proportion d’enfants
dont le couchage respecte la recommandation.

Solution

1061 106, 1
0,70;0,8
{134 /134" 134 \/134} [ }

Une étude plus fine permet de comparer les pratigage les différents services ayant admis des
enfants (cf. tableau 1).

Tableau 1 : Répartition des cas suivant le typeateices et le respect de la recommandation de
couchage en proclive ; évaluation de la prise emgehde la bronchiolite en Aquitaine, une année
donnée.

Couchage En service des En service

. o Total
proclive urgences hospitalier

Oui 45 52 97

Non 29 8 37

Total 74 60 134

a. Déterminer un intervalle de confiance au seuil 8% @le la proportion de couchage en proclive
pour chaque type de service.

Solution
En service des urgences
45 1 45

74 F77a -J_Z} [0492 ;0724

En service hospltaller
52 1 52

160 /60 60 J‘E

b. (AP) Peut-on conclure selon vous au seuil de 95% lqupratique de couchage n’est pas
identique selon le service ?

Les deux intervalles de confiance n’'ont pas d’'sgetion commune, on en conclut que les
pratiques different entre les deux services.

s'agit la d'une régle assez répandue, mémeer'ibxiste d’'autres plus précises.

} [0738 ;0996 .
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3 Comparaison du taux de germination de semencesotestes de I'année avec celles de I'année
précédente

Un maraicher achéte un lot de semences de tomateppduire ses plants de tomate. Il lui reste
des semences de l'année passée, dont il doit mrEdaux de germination pour pouvoir les utilise
avec les autres. En effet, des taux de germinatapndifférents provoquent des trous dans les plate
bandes de production, ce qui génére un coup deterdion plus éleve (il faut enlever les pots non
germés avant de les conditionner). Il faut donc maner les taux de germination des semences des
deux années.

Une stratégie (il en existe d'autres, hors progrejmmais qui peuvent faire I'objet d'une recherche)
consiste a calculer et a comparer les intervallesahfiance des taux de germination (qui sont des
proportions) des plants de I'année et de I'anné&ségente. Si les deux intervalles ne se recouent p
on peut conclure a une différence de taux de gertiom entre les semences des deux originds
faudra alors les semer séparément.

Pour faire cette comparaison, le maraicher prékéatoirement dans les semences de I'année, un
échantillon de 20Qyraines qu'il met a germer. Il constate que 18igs germent.

Il préleve ensuite, aléatoirement dans les semeted®nnée précédente, un échantillon de 200
graines qu'il met & germer. Il constate que 15hgsagerment.

1. Déterminer un intervalle de confiance, au niveawonfiance de 95%, du taux de germinapion
du lot de semences de l'année.
Solution

ICgs0= [185/200 - 14/200; 185/200 + 14/200] = [0,925 - 0,071 ; 0,925 + 0,071 ]
=[0,85;0,99

2. Déterminer (par la méme méthode qu’a la questjpan intervalle de confiance au niveau 95%,
du taux de germinatiop, du lot de semences de l'année précédente.

3. Conclure.
Solution

Les deux intervalles sont disjoints, on peut dooacture a une différence entre les taux de
germinationp, etp, au niveau de confiance 0,95.

Il est intéressant de noter que, sans conngitet p,, on dispose d'une méthode pour décider au
niveau de confiance 95% que, si les intervallescdefiance sont disjoints, along, et p, sont
différents.

Il existe d’autres méthodes d’estimation, mais lguglie soit la méthode utilisée, si elle est issue
d'un échantillonnage aléatoire, la décision seufotws entachée d'un risque d'erreur. Les méthodes
utilisées assurent seulement la maitrise de centaques de se tromper

15 'étude de cette problématique est suggérée en AP.
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VI. COMPLEMENTS SUR LES LOIS UNIFORME ET EXPONENTIELLE

A. LOIUNIFORME
Le nouveau programme propose de définir la loiarme sur un intervall{ea, b] quelconque.
Aprés avoir défini la loi uniforme SL[|0,1] a partir, par exemple, du choix au hasard d'uhegge 0
et 1, on peut définir la loi uniforme Sl[|a, b] en remarquant que pour que l'aire sous la couolie s

égale a 1, il faut et il suffit que la valeur dectanstante soiicbL :
-a

Une variable aléatoirX suit une loi uniforme sur lintervallg¢a,b] si sa densité est la fonctidn
définie surfa,b| par : f(x) = -
-a

Espérance d’'une variable aléatoire de loi uniformesur [a, b]

L’espérance d’une variable aléatoksuivant une loi uniforme se,b| est donnée par :

EX) = I:xf(x)dx = I:bi(adx - a*b.

2

b
On peut observer que la définition de I'espérararelp formule EX) = _[ xf (x)dx prolonge celle de
a

I'espérance d’'une variable aléatoire discrete.

En effet, le termé (X)dx peut s’interpréter comme l'aire d’un rectangle G&és & etf (x), fournissant
en quelque sorte la probabilité que la varialeprenne la valeurx. Dans ces conditions,

b
I’intégralej xf (x)dx correspond & une « somme » de produits (x)dx.

La figure 1 ci-dessous présente la situation darss$ owa =0 etb = 1.

0.5 0.6 07

Figure 16
Lien vers :espérance d'une variable uniforme.ggb

On a représenté les rectangles de b%sﬁ de hauteu§ , aveck entier variant de 1 a.
n n
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n

=) —= i ut s'i 2 2 ‘'une vari

La sommes, ki des aires de ces rectangles peut s’interpréter €o érance d’'une variable

nn
k=1

discréete équirépartie prenant hexfsaleursE , pourk variant de 1 d.
n
n(n+1)
2n?
Quandn tend vers l'infini, la somme des aires des redesgend vers l'aire située sous la droite

Elle vaut et a pour Iimite%.

1
d’équationy = x. On retrouve ainsi I’égalit§0xf (x)dx = %
Exemples d’exercices

1. A partir de 7 heures le matin, les bus passenesaals quinze minutes a un arrét précis. Un usager
se présente a cet arrét entre 7h et 7h30. On’'ligjtdthése que I'heure exacte de son arrivée a cet
arrét, représentée par le nombre de minutes apress? la variable aléatoire uniformément répartie
sur I'intervalle [0, 30].

1) Quelle est la probabilité que I'usager attende sdim cing minutes le prochain bus ?
2) Quelle est la probabilité qu'il attende plus de dhiutes ?

2. Partie A
Olivier vient tous les matins entre 7h et 7h 45zcKarine prendre un café.

1) Sachant qu'Olivier ne vient jamais en dehors deldge horaire indiquée et qu'il peut arriver
a tout instant avec les mémes chances, quelletdgreit-on attribuer a la variable aléatoire
« heure d’arrivée d’'Olivier » ?

2) Calculer la probabilité qu’Olivier sonne chez Karin
e Aprés 7h30 e Avant 7h10 e Entre 7h20 et 7h22 e A 7h30 exactement.

2. Partie B
Olivier et Karine décident de se retrouver au addél’Hotel de Ville entre 7h et 8h. Les instants
d'arrivée d'Olivier et Karine sont assimilés a demiables aléatoires de loi uniforme s[ﬂ]]

Chacun attend un quart d’heure mais jamais au-delé8h. Quelle est la probabilité guils se
rencontrent ?

Eléments de solution
Pour la partie B, si on not@ la variable aléatoire « instant d’arrivée d’OlivieetK celle de Karine.

La probabilité cherchée e§(|o— K| < %) ; en utilisant une représentation graphique, gatibabilité
est l'aire de la zone grisée ci-dessous, ensengdepdints de coordonnées Y) du carré tels que
|x-y|< 025. (On trouve1—76).

K
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B. LOIS EXPONENTIELLES

Une variable aléatoire a densiésuit la loi exponentielle de paramétie> 0 si sa densité est la
fonctionf définie sur[o,+oo[ par : f(x) = e,

. . d. _ e -
Pour tout intervallec,d)*°, on obtient :P(X D(c,d)):jc AeMta= g'c- g9,

En particulier, on obtientP(X < a)=1- €2,

L'espérance dX est la limite quand tend vers+« de I;M e d, on obtientE(X) :%.

Pour effectuer le calcul de cette intégrale, ort peu

» chercher une primitive de la fonction— Ate ™ sous la forme(at+b)e ™ et déterminer
ensuitea etb

» calculer la dérivée de la fonctigndéfinie sur[0,+oo[ par g(t) =—te et en utilisant le fait
que J-OX g'(t)dt = g(x) , obtenir la valeur de I’intégralﬁ;t/le‘”td
» Expliquer éventuellement sur cet exemple le priadp I'intégration par parties, bien qu’il ne

soit plus dans les capacités exigibles du programme

On démontre gu’une variable aléataXeuivant une loi exponentielle vérifie la propriéie durée de
vie sans vieillissement, c'est-a-dire que, pous téels eth positifs, P, (X = t+h)=P( Xz h).

La réciproque de cette propriété n’est pas au progre.

16 Cette notation désigne ici tous les types intéegal’extrémités etd ouc<d.
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ANNEXE 1 INTRODUCTION AU THEOREME DE MOIVRE -L APLACE

L'objet de cette annexe 1 est de situer le théomengloivre-Laplace dans une perspective historique.
Celle-ci permet de montrer I'évolution de la penpégbabiliste depuis Jacques BERNOULLI jusqu’a
Pierre-Simon de LAPLACE qui donnera la preuve catgptie ce théoréme avec la rigueur possible a
son époque.

La motivation commune a Bernoulli, Moivre et Lamagst de déterminer le plus finement possible la
fluctuatiort’ des valeurs prises par une variable aléatoire suivae loi binomiale autour de son
espérancell s’agissait ensuite d'utilisdiintervalle de fluctuatiorobtenu pouestimerune probabilité
inconnue, ce qui est la problématique modernkrdervalle de confiance.

Les énoncés des théoremes sont donnés avec lddtiomwactuelle.

A. LALOI DES GRANDS NOMBRES DE JACQUES BERNOULLI

Théoréme de Bernoulli
Xn

On considére une variable aléatoire, suivant une loi binomiale® (n, p). On poseF, =
n

p(1-p)
ngz
Ce théoréme est invoqué pour justifier 'approaiégdientiste de la notion de probabilité.

En effet, ce résultat liant fréquence et probabilgermet de donner une justification aux
axiomes de la théorie générale (dite de Kolmogonma®) analogie avec les propriétés vues en
statistiques.

La démonstration originale de Bernoulli, donnéesdson ouvragérs conjectandpublié a Béle en
1713, fait appel avec beaucoup d’ingéniosité atenfile du binbme et aux propriétés des nombres

Alors pour tout e >0ona: P(|Fn - p| > 8) <

(kJ . Bernoulli est parfaitement conscient de la pod&son théoreme comme le montre cet extrait de

son ouvrag® :

"Mais pour que cela ne soit pas compris autrement qu'il ne convient, il faut bien noter ce qui
suit ; je voudrais que le rapport entre les nombres de cas, que nous entreprenons de déterminer
expérimentalement, ne ft pas pris de facon nette et sans partage (car ainsi c'est tout le contraire qui
arriverait et il deviendrait d'autant moins probable de découvrir le vrai rapport qu'on ferait de plus
nombreuses observations), mais je voudrais que le rapport ft admis avec une certaine latitude, c'est-
a-dire compris entre une paire de limites, pouvant étre prises aussi rapprochées qu'on voudra.

On voit que le concept d’intervalle de confiancéddit d'un intervalle de fluctuation est
déja présent dans I'ceuvre de Bernoulli.

Le théoreme de Bernoulli est généralisé au dix-ieeow siécle par l'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev, apres que les notions d'espérancevetrdace auront été dégagées.

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Soit ( , P) un univers probabilisé etX une variable aléatoire définie surQ possédant une
variance V(X). On note EX) son espérance. Alors pour tout >0 on a:
V(X
P(|x —E(X)|2£)sg.
82

7 Les termes en italiques n’étaient pas utilisédgmmathématiciens de cette époque.
18 Jacques Bernoulli , Ars Conjectandi, traductiorRa#ert Meunier, Irem de Rouen, 1987.
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Cette inégalité est intéressante pour donner tmutsens a la notion dariancedans un cadre plus
général que celui du théoreme de Bernoulli. D’apette inégalité il apparait clairement que plus la
variance est petite, plus les fluctuations<deutour de son espérance sont faibles.

Remarque
Fondamentale du point de vue théorique, cette litégast insuffisante du point de vue des
applications numériques car l'information sur lalmbilité que F, appartienne a l'intervalle de

fluctuation[ p-¢&, pt 5] est peu précise.

Exemple
p=0,5 £=0,1 n= 10(donnent un majorant d&(F, - p| = 0,1) égal & 0,25.
1 1
Or on sait que P| F,0/0,5-——;0,5+—— est voisin de 0,95 c'est-a-dire que
[ " [ V100 \/100D

P(F, - p|20,1) est voisin de 0,05.

C’est la recherche d’'une meilleure précision goidaivé le travail de Moivre puis de Laplace.

B. LADEMARCHE D’ABRAHAM DE MOIVRE

Abraham de Moivre est un protestant francais, tstsexileé en Angleterre apres la révocation en
1685 de I'Edit de Nantes. Il y rencontre Jamedifgirqui lui communique une précision importante
sur la formule dite d&tirling, en réalité déja présente dans les travaux derloiv

Dans son ouvrag&he Doctrine of chancegl718), il met le calcul infinitésimal au servides
probabilités. Cet ouvrage a été récemment traduitigs auteurs d'un document sur le théoreme de
Moivre-Laplacé®.

Le but d’A. de Moivre est d’évalueﬁ{g—%\/ﬁs X, sg+%\/ﬁj ouX, suit une loiB (n, 1/2).

Il trouve 0,682688 comme valeur approchée en cénaidn « infini ».
Or la limite de cette probabilité existe et vauig82689492 environ.

. L n n . , ,
De Moivre cherche ensuite a evalu{ra—\/ﬁs X, SE+\/EJ . II'lui faut alors affiner sa technique

_2x2

et il utilise l'intégrale (au sens d’une aire) defbnction X+— e " apparue lors de I'évaluation de la

somme des probabilité3(X,, = k) quand g—%\/ﬁ < ks-r2]+32\/?1.

Il parvient a la valeur approchée 0,95428 que tetrouvera plus loin.

La méthode de Moivre est un peu difficile a suivrais elle est esquissée dans la partie C avec une
rédaction moderne.

En généralisant sans démonstration les résultétsegents au cas d’'une Isi(n, p), il donne les
éléments pour déterminer la probabilité d'un inédlevde fluctuation.

Il est intéressant de voir comment Moivre explsiba@ résultat.

En l'utilisant dans le sens direct, il en déduiedes fluctuations dues au hasard sont trés lisitée
"bien que le Hasard produise des Irrégularités, cependant les Rapports de Probabilités seront infiniment grands,
et que avec I'avancement du Temps, ces Irrégqularités n’auront aucune proportion avec le retour de I'Ordre qui
résulte naturellement du DESSEIN ORIGINEL."

19| a loi des grands nombres, le théoréme de De Mdiaggace,D.Lanier, D.Trotoux,.
http://www.math.ens.fr/culturemath/histoire%20de&¥haths/pdf/LoidesGrandsNombres.pdf
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En sens inverse, il retrouve le concept d’'inteevdlt confiance déja esquissé par Bernoulli

inversement, si a partir d'Observations innombrables, nous trouvons que le Rapport des Evénements

converge vers une quantité déterminée, comme le Rapport de P a Q ; alors nous concluons que ce
Rapport exprime la Loi déterminée suivant laquelle I Evénement se produit

Et enfin comme souvent a cette époque
religieuse :

il déduitcelerésultat mathématique une conviction

Et ainsi, si nous ne nous aveuglons pas nous-mémes avec de la poussiére métaphysique, nous

serons conduits, d'une maniere rapide et évidente, & la reconnaissance du grand CREATEUR et
MAITRE de toutes choses ; Lui-ménie toute sagesse, toute puissance et bonte

C. UNE APPROCHE DU RESULTAT DE MOIVRE

On peut assez facilement comprendre comment apparéimeuse fonction dont la courbe a une
forme de « cloche ». On a juste besoin de la fagrdiie « de Stirling »

n " . .
Prenons le cas op :% et doncP(X, =k) = {kj{%) , pour tout entiek compris entre O at

n
X -
n 2

et on cherche le comportement@n = x) quandn est grandx étant fixé
BN
2

Ona:P(Z, —x)—P(Xn——x\/_n+—)

On poseZ, =

CommeX, ne prend que des valeurs entiéﬂes,1 x/n+= doit &tre entier

Onfixe x entier et on s'intéresse a la suite extraite dwiite (P(Zn = x)) correspondant aux entiems
de la formen =(2m)2. On a alork =

x2m+ 2= xmt 2 mqui est bien entier pour tout entrar
n I
On a( J L

K kl( 0! et quandm - +coonak - +0 etn—-k - +o
n-

1
n+=
D’aprés la formule de Stirling, quamdest grandp! est équivalent & 2e "+ 2t ce qui signifie que
. n!

le quotient de——————— a pour limite 1 lorsque tend verstoo
n+=
n 2e"J2rn
n, ketn — k étant grands, on peut considérer que
ek
P(Z, = X) ~—= n 1
T
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x2) 2. - x )2 - X ) 2 .l
Or:|1-— - e ? 1-— > e 2 1+— - e ?

n n - +oo \/ﬁ n - +oo \/ﬁ n - +oo
d’ou finalement I'équivalent suivant :

P(Z, = %)~ 2

2 1.
Jn \2n
valable poui entier et carré pair.

Remarquel
Dans le cas de la suite extraite, on peut conanamaP(Zn = x) tend vers 0 quanatend vers l'infini.
Il reste a justifier que le résultat est valablempoutx et pour la suite compléte.

Remarque

P , 2 ,
Deux valeurs consécutives dg sont distantes de—= donc sur un intervalle de cette longueur ne se

n

trouve qu'une valeur prise pat,. Si on posef (x)=

X2

e 2, I'équivalent trouvé peut s’écrire

1
\2n
f (X)Ax et donc s’interpréter géométriguement comme I'ditm « petit » rectangle de bade et de
longueur f (x) . Cela illustre la notion de densité.

Remarques
Numériguement poun =100 et x =1, on obtientk =55.

P(Z,00 =1) = 0,04847 et I'équivalent vaut environ 0,04839.

Remarquet
L'aide apportée a Moivre par Stirling est la valdarla constante égale/an dans I'équivalent da !.

D. LE THEOREME DE MOIVRE-LAPLACE

Pierre-Simon de Laplace a été le premier & écrireuvrage exposant |'état des connaissances dans le
domaine des probabilités. Il s'agit tethéorie analytique des probabilif8{1812). Dans ce texte,
Laplace expose d'abord une série de résultats l¢'smafonctions génératrices, transformée de
Laplace...) qui lui permettent de démontrer desltéts de probabilités, et en particulier le théoee

de Moivre-Laplace.

Laplace a des idées trés précises sur les prdiéabilContrairement a Moivre, il ne cherche pas a
prouver I'existence d'usrand créateurmais il cherche a approcher au mieux les loigégissent le
monde dans lequel nous vivons. Il développe uriervisés déterministe :

"Nous devons donc envisager 1'état présent de l'univers comme 'effet de son état antérieur, et comme la cause
de celui qui va suivre. Une intelligence qui pour un instant donné connaitrait toutes les forces dont la nature
est animée et la situation respective des étres qui la composent, si d'ailleurs elle était assez vaste pour soumettre
ses données a I'analyse, embrasserait dans la méme formule les mouvements des plus grands corps de l'univers
et ceux du plus léger atome : rien ne serait incertain pour elle, et l'avenir comme le passé, serait présent a ses

yeux."

% Texte intégral disponible & I'adresse
http://books.google.fr/books?id=6 MRLAAAAMAAJ&pringe=frontcover&dq=Th%E9orie+analytique+des+pr
obabilit%E9s+Laplace#v=onepage&qg&f=false
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Ce n'est qu'au cours du vingtiéme siécle que ces®n déterministe sera remise en cause, en
particulier par la physique quantique.
Concernant le théoréme de Bernoulli, voici ce ggcitit :
"Ce théoréme indiqué par le bon sens était difficile a démontrer par | Analyse. Aussi l'illustre géométre
Jacques Bernoulli, qui s'en est occupé le premier, attachait-il une grande importance a la démonstration qu'il
en a donnée. Le calcul des fonctions génératrices appliqué a cet objet, non seulement démontre avec facilité ce
théoréme, mais de plus il donne la probabilité que le rapport des événements observés ne s'écarte que dans
certaines limites du vrai rapport de leurs possibilités respectives.”
"Moivre a repris dans son ouvrage [The Doctrine of Chances] le théoréme de Bernoulli sur la probabilité des
résultats déterminés par un grand nombre d’observations. Il ne se contente pas de faire voir, comnie Bernoulli,
que le rapport des événements qui doivent arriver approche sans cesse de leurs possibilités respectives, il donne
de plus une expression élégante et simple de la probabilité que la différence de ces deux rapports est contenues

dans des limites données."

E. CONVERGENCE EN LOI

Ce paragraphe peut étre réservé a une secondes|estin contenu dépassant nettement le niveau de la
classe terminale.

Définition

Soient une suite de variables aléatoires réelgsef une variable aléatoire réeke

On noteFy (respectivementy ) la fonction définie sur R pdfx (x) = PX < x) (respectivement

Fy, (X) = P(X, < X)) appelée fonction de répartition Herespectivement dx,).

La suite K, converge en loi versX si, pour tout réelx ou Fx est continue, on a:
lim Fy (X)=F,(x).
N -+ n

La convergence en loi n'est pas la convergence m@sbres X, (w) vers X(«) mais la
« convergence » des lois, et plus précisémentriasrgence simple, aux points de continuité-dede
la suite de fonctionst vers la fonctiorFy . L'expression « la suiteX,,) » converge est donc un

n

abus de langage, mais il est universellement prétign fait, si la suiteX, ) converge en loversX,
alors elle converge en loi vers n'importe quellealale aléatoire ayant la méme loi gxe

Cas particulier
Dans le cas ou toutes les variables sont a vatiuns N, la convergence en loi s’exprime par :

OkON, lim P(X, =k)=P(X =K).

Exemple
On considére une suite de variables aléatoi¥s)(suivant une loi binomiale By( 1h).

ny 1\, 1\" 1
On démontre queTkON, lim P(X, =k)= Iim( J(—) (1——) e’ .
n- +oo N — +oo n n kl

La loi limite est appelée loi de Poisébde paramétre 1.
Comme pour la loi normale centrée réduite, ceitedbapparue comme loi limite.

Elle a ensuite été utilisée comme modele dans slidemaines ; elle est appelée également loi des
événements rares.

2! Siméon-Denis Poisson (1781-184%cherches sur la probabilité des jugements enéneatiriminelle et en
matiere civile
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ANNEXE 2 COMPLEMENTS SUR LES LOIS NORMALES

A. LOINORMALE CENTREE REDUITE

Théoréme

L'aire située entre la courbe représentative de lafonction f sur R  définie
t2

e 2 etl'axe des abscisses est égale a 1.

par f (t) =

1
J2n

On dit qu’une variable aléatoibe suit une loi normale centrée réduitg0,1) si sa densité est la
t2

eE.
J2n

On note® sa fonction de répartition c'est-a-dire la foneti&finie sur R par :

fonction f (t) =

M@=HXS@=ﬁJGMt

Représentations graphiques

£ Bl =2 1 E3
t2

\/;_e_z Figure 2: ®(x) =P(X < X)=,[_X fOa
= 00

Remarque Il faut noter que la fonctioi n'a pas de primitive « explicite », c'est a dire’igest
impossible de I'exprimer algébriguement avec leacfimns usuelles (polynémes, exponentielle,
logarithme...). Pour cette raison, il a été étabis tables numériques (comme les tables de
logarithmes). Avec les calculatrices, ces tablésaajourd’hui perdu leur intérét.

Figure 1: f (t) =

Quelques propriétés
P1. ®(-x) =1-®d(x).

Visible graphiquement sur la figure 4 on peut aw&inontrer cette formule par changement de
variable.

On en déduit queP(0) =P(X < 0)=P(X 2 O):%.
Une variable suivant la lgi(0,1) a donc O pour médiane.
P2.®d'=1.
. , . 0 X 1 ¢x
Il suffit d’écrire ®(X) :j_ f(t)dt+J‘O f(t)dt:§+j0 f (t)dt pour constater qu& est de classe

C! sur R et que sa dérivée ést
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P3. ® est une bijection strictement croissante de R de ]0,1[.
La stricte croissance et la continuité sont immtedia

Les limites aux bornes sont 0 €f &t elles ne sont pas atteintes du fait qbeest strictement
croissante.

B. LOIS NORMALES

Une variable aléatoir¥ suit une loiv (u, ¢ %) si

X=H suitla loi normalev (0,1).
o

Propriété de stabilité par addition et multiplication par un réel

Cette propriété est bien sOr hors programme ennalenpuisque la somme de variables aléatoires n'y
est pas abordée, ni la notion de variables indépend. Elle est cependant d'une tres grande
importance et justifie en particulier la notatisf{, o ).

Propriété
Si X suit une loi o (a,?) et queY suit une loi v (c,®) et gu’elles sont indépendantes, alors
leur sommeX + Y suit également une loi normale de paramétres+ ¢ et b*+ d-.

C’est cette propriété qui justifie la notation(u, o %), & savoir que les variances s’additionnent @i le
variables sont indépendantes) mais pas les égp#s.t

ANNEXE 3 APPROCHE SIMPLIFIEE DE LA THEORIE DES SONDAGES

Dans la plupart des situations il est impossiblatédiroger ou de recueillir des informations sur
'ensemble de la population ; pour cette raisonsercontente le plus souvent d’'un échantillon. Un
échantillon correspond a un sous-ensemble de lalgtign qui intéresse le responsable de I'étude.

Pour que les informations recueillies auprés dehbétillon puissent permettre d’estimer des
caractéristiques de la population il est importaiétre rigoureux et d’utiliser des méthodes
d’échantillonnage appropriées. Ces différentes auith sont présentées succinctement ci-dessous.

A. QUALITES D’'UN ECHANTILLON PERMETTANT DE REPONDRE A UNE QUESTION POSEE

L’observation d’'un échantillon ne permet pas deidéavec certitude une population mais seulement
d’estimer par intervalles de confiance les valedescertaines caractéristigues que I'on souhaite
connaitre dans cette population.

«Voir invoquer la « représentativité » dans un ragipdenquéte pour justifier de la qualité d’'un
sondage peut presque a coup sdr laisser soupcomjper I'étude a été réalisée dans une
méconnaissance totale de la théorie de I'échamiiibge. Le concept de représentativité est
aujourd’hui & ce point galvaudé qu'il est désormaisrteur de nombreuses ambivalences. Cette
notion, d’ordre essentiellement intuitif, est n@ulement sommaire mais encore fausse et, a bien des

égards, invalidée par la théorie. »*

22 En utilisant la définition d’une intégrale généséé convergente.
By, Tille (2001), Théorie des sondages : Echantilbmye et estimation en populations finies : couexetcices, 284 pages, Paris,
Dunod
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La premiére chose a préciser c’est qu'avec un difloanon ne peut pas étre représentatif de
'ensemble de la population sur toutes les caristignes, il est donc important de définir les
caractéristiques qui intéressent les responsablésradjuéte.

Pour un statisticien, I'échantillon sera dit rejristif si on peut correctement estimer les pananét
d’'intérét de la population & partir de I'échantiloDans le cas contraire on parlera de biais
d’échantillonnage. Pour pouvoir correctement egtines parametres, le statisticien n'a pas
nécessairement besoin que I'échantillon soit upseorkiction miniature de la population, par contre i
a besoin que tous les profils de la population igyas pour I'objectif de 'enquéte soient reprééen
dans I'’échantillon. Cela signifie donc que le ptiéchantillonnage utilisé dépendra de I'objectif de

I'étude méme si la population est la méme.

La représentativité d'un échantillon nécessite dameprocédure d'échantillonnage permette la
constitution d’'un sous-groupe recouvrant les cératiques qui peuvent influencer la valeur des
parametres que I'on veut estimer. La non-repréteitéad’'un échantillon peut par exemple étre due a
la sélection dans une base de sondage ne couamnbpectement la population.

Par exemple, supposons qu’on souhaite réaliseengaéte de prévalence d’'une maladie A dans la
population générale et qu’'on sélectionne un éclhamta partir de la liste téléphonique (I'enquéte

devant se dérouler par appel téléphonique). Darsasd échantillon ne couvre pas correctement la
population il y a un biais d’échantillonnage cas fgersonnes qui répondront a I'enquéte auront un
téléphone et seront présentes a leur domicile, jgette raison toutes les personnes qui seront
hospitalisées a la date de I'enquéte ne seroninparsogées. Si les personnes atteintes de la malad
étudiée sont plus susceptibles de se rendre aité#hdpn risque de sous-estimer la prévalence de la
maladie ou proportion de malades, en réalisantbaréillon comme proposé ci-dessus.

Dans tous les cas de figures on souhaite enquéternsnombre suffisant de sujets afin de pouvoir
estimer correctement le parameétre de la population.

En principe la taille de I'échantillon est indépante de la taille de la population que I'on veutétr.
Il faut interroger autant de personnes pour estiawvert la méme précision le résultat de I'élection
présidentielle en France, que I'élection du magddrdeaux.

La taille est en revanche fonction de la margerdier (amplitude de I'intervalle de confiance) que
'on accepte de prendre et qui résulte inéluctabl@mdu fait que I'estimation est issue d'un
échantillon.

Un sondage peut étre effectué de multiples facoiesI'gn regroupe en deux grandes familles : les
sondages aléatoires, dits aussi probabilistegsesdndages non aléatoires, dits aussi empiriques o
informels.

B. ECHANTILLONNAGE NON -PROBABILISTE OU NON ALEATOIRE

Pour ce type de sondage la sélection des indivithigit plus au hasard mais est définie selon
des critéres de faisabilité, de ressemblance apalation et de criteres subjectifs dépendant ahixch
des enquéteurs.

Les types de sondage satisfaisant aux criteresidabilité ou de simplicité sont par exemple les
échantillons de sujets volontaires (par exempleeleguétes publiques préalables a la déclaration
d’utilité publique : les personnes qui le souhditenennent connaissance du projet et consignarg le
observations sur un registre d'enquéte ouvert einienau les échantillons de convenance (par
exemple on effectuera une enquéte aupres de testpsrsonnes qui viennent a la poste centrala de |
ville V le mardi 4 septembre 2012).

Les types de sondage satisfaisant aux criteresedsemblance a la population sont appelés
échantillonnage par choix raisonné. La méthodegdesas, qui est la méthode la plus utilisée parmi
les sondages non aléatoires et dans les sondamggidh, fait partie de cette catégorie de sondage.
Les enquéteurs doivent inclure un nombre donndliditus présentant telle ou telle caractéristique
dans des proportions voisines de celles de la ptipnl Du moment que le quota est respecté, le mode
de sélection des individus est laissé au libre>xcldei 'enquéteur. La méthode des quotas consiste a
construire un échantillon qui soit une maquette, nnodéle réduit de la population étudiée, en
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conservant les mémes proportions. La plupart dedagmes politiques effectués en France utilisent
cette méthode.

La date cruciale pour I'histoire de I'échantillogeaest le mardi 3 novembre 1936, jour de la
publication des résultats de I'élection présiddietiaux Etats-Unis. Le journal « Literary Digest »
avait réalisé des sondages pré-électoraux, comnfeurahabitude, par consultation individuelle
d’électeurs (appelés « votes de paille » a cetbguig). Cette méthode ne fait appel & aucune ndgon
représentativité, mais est réalisée sur un nonmbperitant d'électeurs et jusqu’en 1936 elle donre de
résultats tout a fait satisfaisants. Ce journal menbien d’autres prédit alors I'élection de Lanton,
mais finalement F.D. Roosevelt est élu. Seuls soiglages I'avaient donné gagnant, tous réaligés pa
une méthode empirique appelée la méthode des quotasut le début des grandes structures de
sondages telles que la société de sondage Gabutats-Unis.

C. ECHANTILLONNAGE PROBABILISTE

Dans un plan déchantillonnage aléatoire, tousinelividus de la population ont une probabilité
connue et non nulle d'étre sélectionnés pour faamtie de I'échantillon. La sélection des individus
constituant I'échantillon s’effectue par un plagahantillonnage a un ou plusieurs degrés et a ehaqu
degré une procédure de tirage au sort est speérifipeut s’agir d’'une procédure de sondage aléato
simple, ou systématique, ou d’'une procédure dtafifavec sélection équiprobable ou a probabilité
proportionnelle a la taille. Logiquement seuls mdages aléatoires permettent de fournir des
estimations avec une précision donnée, c’est+a aliec un intervalle de confiance.

Les sélections aléatoires a partir d’'une liste diiidus peuvent s'effectuer de différentes facons.
Prenons I'exemple d’une enquéte que l'inspecticadé@mique souhaiterait réaliser auprés des éléves
des lycées d’'un département afin d’étudier lesiatiffés scolaires rencontrées par ceux-ci. Il est
impossible d’interroger la totalité des éleveseesduhait est de pouvoir obtenir des informatians s
un échantillon représentatif de 500 éléves. Potte aerniére raison il est décidé de sélectionner
aléatoirement les éléves, mais plusieurs méthoel@gept étre proposées.

1) sila liste de tous les éléves est accessible deéngaélectronique on peut sélectionner 500
éleves dans la liste en utilisant par exemple blete, il y a plusieurs méthodes pour cela :

a. créer pour chaque éleve un nombre aléatoire suivatoi uniforme, puis choisir de
trier la liste en fonction de ce nombre aléatoneccela revient & mélanger de facon
aléatoire la liste. On sélectionne finalement 166 Bremiers noms qui sont dans la
liste triee. Cette méthode permet de réaliser Gheztion simple sans remise.

b. Numéroter tous les éleves de la liste, puis utiladonction aléatoire du tableur pour
sélectionner uniquement 500 nombres, les élévessmandant a ces nombres seront
sélectionnés. En appliquant cette méthode un nopdwe étre sélectionné plusieurs
fois. Cela revient donc a réaliser un échantilleecaremise.

c. On peut aussi utiliser la méthode de sélectionégyatique, c'est-a-dire que si le
nombre d’éléves est égaleNoon tire au sort un nombre, natéentre 1 el puis on

sélectionne de maniere réguliere sur la listel Ieﬁ éniéme éleves, si ce nombre

dépasse le rang du dernier éleve on reprend dadisdébut.

Les trois méthodes présentées ci-dessus sont léei@@s que I'on peut considérer équiprobables car
chaque sujet a la méme probabilité d’étre sélegéon

2) On peut souhaiter effectuer une enquéte en faeed t'est-a-dire qu’'un enquéteur doit se
déplacer pour interroger I'éléve, il est donc intpot d’'essayer de gérer le nombre de
déplacements. Dans les méthodes proposées précédemem n’'est controlé et I'enquéteur
peut devoir traverser le département pour interrageet un seul éléve. Afin d’améliorer cela
on peut décider de sélectionner un certain nomtgllissements et de sélectionner un
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certain nombre d’éleves dans chaque établisser@enparlera alors de sondage a plusieurs
degrés. Dans ce cas la sélection n’est pas toujmuigrobable.

Exemple :

supposons gque 10 des 70 lycées soiemttisginés et dans chaque lycée

sélectionné on sélectionne 30 éleves. Dans ce acgwdbabilité que I'éléve A soit
sélectionné est environ égale a 10/70 * 30/(nkedt®d du lycée d’appartenance de I'éleve
A) , on remarque que cette probabilit¢é dépend ddaide du lycée et donc non
équiprobable.

3)

On peut vouloir construire un échantillon repréaattes lycées généraux et professionnels.

Dans ce cas et afin de forcer cette représengtisit commence par partager en deux paguets
la liste : liste des lycées professionnels et lides lycées généraux et on effectue un
échantillon dans chacune des deux listes. On phte de sondage stratifié.

ANNEXE 4 UTILISATION DES TICE

A. TABLEAU DES FICHIERS DU DOCUMENT RESSOURCE PROBABILITES ET STATISTIQUE DU
PROGRAMME DE TERMINALE .

Les textes en italique ou en italigue veoncernent des fichiers non référencés de cestéigeres du
document principal ou des fichiers d'activités cimentaires n'‘apparaissant pas dans le document

US

D

principal.
FONCTIONS, PARAMETRES OU DE FONCTION ET
DOCU- DESCRIPTION
MENTS DE FICHIERS signifie que I'on peut faire varier le paramétre nde 10 a
SYNTHESE 60 avec des pas de 1, a I'aide d'un curseur.rs peut étre remplacé par
(a cliquer).
I Démarrage rapide en R : installation et quelquesregles commentés,
Annexe 4 | InitiationRLL |y uhiographie.
VI Figure espérance d'une |Animation GeoGebraillustrant l'aire de rectangles de base
196 variable 1/n, de hauteuk/n avecl < k < n. Convergence de la somme de l'aire de to
uniforme.ggb les rectangles vers l'aire sous la drygite x.
Animation GeoGebra: superposition des diagrammes en barre de X v.a.
| Fiqure 1 centrer et réduire | binomiale de paramétres et de X—
9 une binomiale.ggb nxp, variable centrée et de Z =-6xp) / racine(n x p x (1 — p)), variable
centrée et réduite.
. Animation GeoGebra : diagramme en baton de la variable fréquence
| Figure 2 diagramme en Fn = (Xn - p) N(px(1 — p) / n), pour et
batons de Fn.ggb '
. . Animation GeoGebra: illustration du théoreme de Moivre-Laplace :
. binomiale et . . . g -
Il Figure 3 normale.aab convergence de la suite de variables centréestedgdzm, avec
e et vers la loi normale centrée réduit
Animation GeoGebra illustration des calculs de probabilité (calcul égral
d'aires) P(a < x < b), avec les lois normales deysimne et
. L d'écart type avec et
visualisation
Il Figure 7 p_nz)c;rt‘)naasles b On peut donc faire la représentation graphiquealéhction de densité de la
Lomna es od loi normale centrée réduite.
Et visualiser les probabilités des intervalles frgigma (m +5), mu £ 2sigma
(m +25), mu +£3sigma (m +3a).
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FONCTIONS, PARAMETRES OU DE FONCTION ET

DOCU- DESCRIPTION
MENTS DE FICHIERS signifie que I'on peut faire varier le parametre nde 10 a
SYNTHESE 60 avec des pas de 1, a l'aide d'un curseur.irs peut étre remplacé par
(a cliquer).
tailleshommes(n = 50000, mu = 175, sigma = 8)
Fonction en R :Simulation d'un échantillon (une série statistique) de n
lll Figure 6 | TaillesHommes.r (50 000) tailles d'hommes tirés d'une distributmrmale de moyenmau et
——— | d'écart typesigma L'histogramme est tracé, quelques paramétres gélie
sont calculés. On obtient d'autres séries que dlistrée dans le document. 1
mu et sigma sont des parametres que I'on peut @rangolonté.
. Animation GeoGebra Influence de la moyenne et de I'écart type suoimé
. influence de mu et . : L .
Il Figure 8 siama.aab de la courbe représentative de la densité de ladwmale de moyenne
Slyma.ge et d'écart type
Algorithme-programme Algobox de calcul des deux bornes de l'intervalle ¢
intervalle de fluctuation biqomial exgct,lselgn une méthodg_ chduent ressource de 1ére| :
IV-B fluctuation Queues symetrlqges (equnlbrees) en probgbll|te .
oremicre al n est la taille de I'échantillom, est la probabilité de succesetb sont les deux
premiere.ag bornes de I'lF.
Attention : limité a n<70
IFexact2(n = 65, p = .06, kobs = 8, proba = .95)
Fonction en R :IF binomial exact, selon une méthode du docunestaurce
de 1ére : Queues symeétriques (équilibrées) en pilaba
intervalle de n est la taille de I'échantillom, est la probabilité de succésbs est le nombre
VB fluctuation de succés observé dans I'échantillon
premiéere.r proba est le seuil de l'intervalle de fluctuation.
a est le plus petit entier tel que P(X <= a) > 0,0B%est le plus petit entier tel
que P(X <=b) >= 0,975
Une conclusion est proposée quant a I'hypothétietes
IFexactl(n = 65, p = .06, kobs = 8, proba = .95)
Fonction en R :IF binomial exact, selon une méthode du docunessaurce
de 1eére : Queues symétriques (équilibrées) en (mititéa
IV-B . . n est la taille de I'échantillorp est la probabilité de succédsybsest le nombre
IF_BinomialExact R : s .
AutresAlgoD 1T de succes obse_rve dans _I echantﬂlqn _
uDoc.pdf |== probaest le seuil de confiance de l'intervalle de fhation.
a est le plus grand entier tel que P(X <a,025 ;b est le plus petit entier tel
que P(X > bx 0,025
Une conclusion est proposée quant a I'hypotheséges
plFasy2_ 1(n =400, p= .5, proba = .95)
exploration de Fonction en R: illustration de I'évolution de la probabilité bimiale de
Vv C I'interva_lle de I‘interval_le de fluctuation asymptotique2 : (p * Ugepaxracine(px(1l — p) / n))
fluctuation en fonction de etp.
asymptotigue.r n est la taille de I'échantillom, est la probabilité de succgspba est la valeur
seuil de la probabilité de I'lF.
exploration Feuille de calcul tableurpermettant une visualisation des probabilités des
IvC intervalle de intervalles de fluctuation asymptotiquds seconde et de terminale
Figure 9 | fluctuation p est la probabilité de succés. Pour celui de sexamtpeut conjecturer
asymptotigue.ods | I'existence du seuilgdu paragraphe V-C-7.
plFasyl 1(n =700, p =.5, proba = .95)
intervalle de Fonction en R: illustration de I'évolution de la probabilité bmiale de
IvC fluctuation lintervalle de fluctuation asymptotiquiel : (p * 1 / racine(n)) en fonction de
Figure 11 | coconder netp.

n est la taille de I'échantillop, est la probabilité de succgspba est la valeur
seuil de la probabilité de I'lF.

le

53



FONCTIONS, PARAMETRES OU DE FONCTION ET

DOCU- DESCRIPTION
MENTS DE FICHIERS signifie que I'on peut faire varier le parametre nde 10 a
SYNTHESE 60 avec des pas de 1, a l'aide d'un curseur.irs peut étre remplacé par
(a cliquer).
Algorithme-programme Algobox de recherche, pour yndonné, de la plus
IV E recherche du petite valeunO den telle que la probabilité exacte que X appartiedtié1
n0.alg (p £ 1/ racine(n))soit au moins égale & 0,95. Valeurshdau plus égales a 70
application numérique restreinte.
recherche du Programme Scilabq_e recherche, pour L|mdo_nné, la plus petite_ valen® d_en
IV E nosce telle que la probabilité exacte que X appartienh-a (p + 1/racine(n)) soit au
Ba— moins égale a 0,95.
niFasyl 1(nsup = 1000, probinf = .95)
AutresAlgoD Fonction en R :Pour les valeurs dp de 0,05 a_Q,QS, de 0,01 en 0,01, r_eche che
uDoc.pdf nlFasyl 1.r la plus petite valgur no de_telle que la probabilité e_xacte gue X appartieane
' I'IF1 (p (1 1/ racine(n))soit au moins égale & probinf. Tableau des valelers
n0 et graphique de nO en fonction de p.
simlCdoc(n = 50, nbsim = 100, nbhclass = 20)
\% intervalles de Fonction en R : Simulationsd'un peigne d'IC au niveau de confiance nominal
Figures 14 |confiance de 0,95. nbclass est le nombre de classes defrashme. La proportion de
et 15 simulés.r dans la population est générée aléatoirement @ant[] Elle est affichée dans
la consoler.
simIC(n = 50, nbsim = 100, nbclass = 20, moustachg.5)
Fonction de R : Simulatiord'un peigne d'IC. nbclass est le nombre de classes
SimullCPropSimpl| de I'histogramme, moustache détermine la longuesrdoustaches des boitess.
T La proportion de p dans la population est généréatmirement dans JO ; 1[.
Le peigne est suivi de I'histogramme et de |la kpiteoustache de la
distributionsimulée.
simulation Simulation tableur d'un intervalle de confiance d'une proporfpimconnue,
\Y, —_ calculé a partir d'un échantillon de taille 1080.pour refaire une autre
sondage.xls simulation. On peut dévoilgren mettant une couleur de police visible.
Simulation tableur d'un peigne d&00intervalles de confiance gaussiens d'une
proportion au niveau de confiance
intervalles de . Pour chacun dek00 échantillons simulés, la feuille
\% confiance simulés- affiche f observé, l'intervalle de confiance (fcuwette), VRAI si I'IC contienp,
peignes.ods FAUX sinon, le pourcentage d'IC contenpnet la représentation graphique de
I''C, en barre horizontale. On peut cacher ou faffieherp. F9 pour lancer une
nouvelle simulation d&00échantillon de taillen = 10Q
VI C Calcul approché par la méthode du « rejet » dadgmale de 0 a 1 de F1(x) (a
) monte carlo.alg |saisir). Le nombre n de tirages est saisi en entrée
Figure 17 Graphique indiquant la surface atteinte par lesgjes.
VI C monte Carlo Calcul approché par la méthode de I'espéranceid&yrale de 0 a 1 de F1(x] .
bis.alg Le nombre n de tirages est saisi en entrée.

commandes R.pd

Carte de référence
R.pdf

fListe de commandes R.

D . . . .
'Fonctions vitales, outils de programmation sous R.

B. PRISE EN MAIN RAPIDE DU LOGICIEL R

QUELQUES EXEMPLES COMMENTES POUR DEMARRER AVEC R
PROBABILITES, SIMULATIONS ET EXPLORATION DES SERIES SIMULEES
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| - INSTALLATION — MISE EN ROUTE
1° Installation

e R est un logiciel libre et gratuit téléchargeablendtp://cran.univ-lyonl.ft/, (site miroir) le
site parent étarithttp://www.r-project.orgd’/. Il est multiplateforme, c'est a dire qu'il existes
versions qui tournent solinux, mac et windows

e || existe quelques ouvrages et un grand nombiatee en francais, d'lUT, d'universités,
d'organismes de recherche et d'écoles d'ingénteaitant de |'utilisation d& (voir bibliographie).

e L'installation se fait trés rapidement et simpleatréepartir du fichier exécutable téléchargé. Ce
"package" de base est complet et permet d'effetriusries traitements statistiques courants
(description, analyse exploratoire des donnée$ghitités, simulation, tests statistiques).

e | 'utilisation deR peut se faire en ligne de commande, l'installatiefase y suffit. On peut aussi
utiliser certaines fonctionnalités &esous forme classique de menus cliquables en fisgrickaut
alors installer le packag&cmdr” . Les commandeR correspondant & chaque menu sont affichées,
ce qui facilite une premiére prise en main. La cfida et la lecture des lignes de commaRd®nt
grandement facilitées par I'utilisation d'un éditepécifique, Tinn-R" (téléchargeable a
" http://sourceforge.net/projects/tinri-rhui identifie toutes les commandeset leurs paramétres
et les colorie de facon différenciée pour en failiidentification et I'utilisation.

e Dans les fichiers mis a disposition, figurent deReference card™'Rrefcard2.pdf" et
"ShortRefCard.pdf" ) qui contiennent les principales commanBedassées par theme.

e La communauté des utilisateursRieléveloppent, pour les besoins des structuresldsgselles
ils travaillent ou des recherches engagées, dekdpgas" "agréés"” par une "R-core-team”, qu'ils
mettent a disposition sur les sites et qui peus@mtaller automatiquement. Il en existe plusieurs
centaines. Deux sont mentionnés dans certaingfichhnexés au document ressource, qui sont
"lattice" (graphismes avancés)"étmisc" (présentation avancée de résumés numériques)ébem
il existe un package (et un ouvrage en francaidiédé I'analyse des données a la francaise,
"FactoMineR" , développé par trois enseignants chercheurs deol@ampus de Rennes.

2° Utilisation de l'interface avec menus a cliqueen frangais : "Rcmdr"

e On peut utiliseR en modemenus a cliqueren frangais. Le code de chaque commande sollicitée
par les menus apparait dans la "Fenétre de sesp&xécutée dans la "Fenétre de sortie", quihaffic
aussi les résultats. Cet affichage des commandesspondant aux menus cliqués permet
I'apprentissage progressif des codes des comm&ad&est aussi un bon outil pour initier les éléves.

Il faut pour cela installer le packagemdr : Apres avoir lanc® (RGui) et étre connecté a
internet, c'est automatique via le menu "Packalpestaller le package™). Pour I'exécuter il fautjakr
le menu Package — Charger le package" ou tapeire(Rcmdr) dans la consolR.

Voici un exemple simple de simulation d'une sédaedmbres tirés d'une loi normale centrée
réduite, que l'on décrit ensuite par un tiges @itléeet un histogramme.
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R

require (Rewdr)

Chargement et exécution de Rcmdr

S W iR Gommantcs) [ B]X]

Fichier Edtion Données Statistiques Graphes Modeles Distributions Outls Aide

R, vomes | <pasde dommees Visuslzer ] Modsle | <Pas de modéle

Fentre de script

===l Linterface des menus a cliquer en francai

lancée.

Hiessages
[1] NOTE: R Commander Version 1.6-4: Sun Sep 25 15:01:46 2011

Utilisation directe : simulation de 100 nombres distribués selon latoimale centré réduite et on
fait afficher les 10 premiéres valeurs de la sérailée "EchantillonsNormaux".

i G oTnTa K e

Fichier Edition Données Statistigues Graphes Modgles Outils  Aide

R, pornses ;| Echartilonstiormaux | [ Edter [ 4 Quantiles normaus. ..

e Distributions discrétes ¥ Distribution £ Probabilités normales. ..

Fenétre de script Distribution Chi-deus. .. iaraphe de la distribution normale. ..

Distribution F
Distribution exponentielle
Distribution uniforme
Distribution Beta
Distribution Cauchy
Distribution logistique
Distribution Log-Mormale
Distribution Gamma
Distribution de Wweibul
Distribution Gurbel

rYvyrvrrvvvvyvyvovw

Th

R, oomios | eshordonstiomane Modble : | <Pas da madles

Fenétre de script

7 Sampledfrom, NormalkDistributions = |5 X]

Nom du tableau de données ; Echantilonshiormau::

|EchantillonsNormaux <- &s.data.frame{matrix (rnorm(10071, mean=0, sd=1), ncol=1)) Moyenng o
|rownames (EchantillonsNormaux) <- paste("sample”, 1:100, sep="") Ecart type 1
leolnames (EchantillonsHormaux) <- "obs” Hombre déchantlons fignes) o0
EchantillonsNormaux[1:10,]
Morbre d abservations (colonnes) 1]
r Ajouter au feu de données : 5
Fenétr i )
FEIERHESAiE Moyennes des échantilons [

| EehantillonsNormaux <- as.data.frame{matrix (rnorm({100+1, means0, sd=ij, neolsij| Sommedsséchantlons. I

Ecart types des échantilons [
|> rownames (EchantillonsNormaux] <- paste("ssmple”, 1:100, sep="")

|> colnames (EchantillonsMormaux) <- "obs" [ o ] { Annuler J l Aide

|s EchentillonsNormaux[1:10,]
[1] 0.96909153 1.15098488 -0.06963525 -0,70692093 -0.53246341 0.76325761 -0.46421104 0.86899574 0.81856879 -D.96713430

Messages
[14] NOTE: Le jeu de données EchantillonsNormaux = 100 lignes et 1 colonnes.
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Description de la série simuléi diagrammes en tiges et feuilles et histogramme

2 X|

Doninées ¢ | Echantillonshormatix - Yisualiser Modéls : | <Pas de modele > =
R. [_eter ]

Fenétre de script
|EchantillonsNormaux <- &s.data.frame (matrix(rnorm(100%1, mean=0, sd=1), ncol=1))
jrownames (EchantillonsNormaux) <- paste("sample”, 1:100, sep="") E
i@olnames (EchantillonsNormaux) <- "ohs"

EchantillonsHorwaux[1:10,]

|ztem. leaf (EchantillonsNormaux$ohs, trim.outliers=FAL3E, na.rm=TRUE)

Tl s Syl

Variable (une)

Fenétre de sortie

Chiffre des feuiles :  Automatique M oudérinir: 1
|» stem.leaf (EchantillonsNormaux§obs, trim.outliers=FAL3E, na.rm=TRUE) Parties par Feville
|1 | &: represents 1.2 Atomatique (%)
leaf unit: 0.1 1 O
n: 100
2z
3 -2% | 001 O
7 1. | &880 B 8]
14 —1% | 0222444 tyles des divisions de tiges
9 -0, | 555866687777 7799 Tukey (O]
45 -0% | 0000000111222225444 Chiffre de tiges répétés (:.\
(25) 0% | 00001111223333334444449444 Opticns
R s || pesTarITangsssds Eliminer les extrémes T
11 1% | 000113
T 1. | 559 Mantrer les niveaus v
2 A Inverser les Feuilles négatives v
OF ] [ Annuler ] [ Aide
Messages ,

[14] NOTE: Le jeu de données EchantillonsNormaux a 100 lignes et 1 colonnes.

% |
Bﬂ: Données ;| EchantillonsHormaus Modele ; | <Pas de modéle=
Fenétre de script

{EchantillonsHNormaux <- as.data. frawe (macrix (rnorm(l00*%1, wean=0, =sd=1), ncol=1))
\rowvnames (EchantillonsNormaux) <- paste("sample”, 1:100, sep="")

colnames (EchantillonsNormaux) <- "ohs™ /
{EchantillonsMNormaux[1:10,] - -
stem. leaf (EchantillonsNormaux$obs, trim.outliers=FALSE, na.rm=TRUE) R R Ql‘_'piii'_;: eV JJ@1
|Hist (EchantillonsNormauxiobs, scale="freguency”, breaks="Stcurges", col="darkgray") - . - 5
Fichier Histarique Redimensionnement |
Th
Variable {une)
Fenétre de sortie L
y LS [ ]|
|* EchantillonsMNormaux[1:1 =
[1] 0.26909153 1.1509¢ 0.76325761 -0.46 ™7
Mombre de classes : <auto
helle d =
|> stem.leaf(Echantillonsh Echeledesaxes TE) = L
1| 2: represents 1.2 Fréquences (3 %
leaf unit: 0.1 Pourcentages () o o
A ~ € — 7
n: 100 Densité (¥ =
3 =2% | 001
7 -i. | 6889 [ (=] J [ Annuler ‘ { Aide -
14 -1* | DzZzz2444
z9 =0. | 555666677777793 e}
45 -0%* | 0000000111222225444 T T I I T
(25) 0% | DOOO1111223333533444444444 2 1 0 1 2
27 0. | S5607777756008693933 - -
i1 1% | 000113
s i. | 559 EchantillonsMermaux$obs
2 2% | 23

|» Hist(EchantillonsNormauxgiobs, scale="frequency", breaks="Sturges", col="darkgray")

Messages
[14] NOTE: Le jeu de données EchantillonsMNormsux & 100 lignes et 1 colonnes.
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3° Creéation et exécution des lignes de commandes

» Pour enchainer les traitements ou programmeratesiénsR, il faut passer par les lignes de
commande. On peut le faire directement dans lasdeRR", mais il est plus facile d'utiliser
I'éditeurTinn-R car il permet de saisir, d'enregistrer et d'@iligs lignes de code que l'on
crée pour un traitement ou une fonction.

» On peut saisir et exécuter directement les ligliesommandes dans la congRIéR
Console)

Pour accéder a la cons@e il faut cliquer sur l'icOn® créée lors de l'installation. Un fenétre
RGui (Graphicuserinterface) s'ouvre, qui contient, par défaut la o, dans laquelle
s'écrivent et s'exécutent les commandes et letidos®R. La consoleR s'utilisera de
préférence lorsque chaqgue ligne de commande estitéecau fur et a mesure du traitement
prévu. On exécute une ligne de commande en appayatd touche entrée (valider). Une
ligne peut comporter plusieurs commande séparéagegg” . Une commande peut s'écrire
sur plusieurs lignes, des + apparaissent alor€kutdie ligne.

UTILISATION DIRECTE DE LA CONSOLE R

SAISIE DES LIGNES DE COMMANDE(S)  ----- > AFFICHAGE DU RESULTAT
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4R Gonsale - [B] R HAGOTEO]E

Fichier Edlion Misc Packages Fepétres pide o - X p .
= = e 8 = = Fichier Edition Misc Packages Fenétres Aide
> piecel <- sampleic("Pile", "Face"), size = 1000, prob = cf.4,

.6], replace = TRUE)
> (distpiecel <- table(piecel))|

> plecel <- samplei(c("Pile®, "F:
> (distpiecel <- tablei(piecel))

piecel
EE RAGonEolE PeEs Pils
624 376
Fichier Edition Misc Packages Fenétres Aide > |
> piecel <- sample(c("Pile™, "Face FAR\Gonsole
> [distpiecel <- table(piecel)) Fichier Edition Misc Packages Fenétres Aide
plECEl_ > piecel <- sample(c("Pile™, "F:
Face Pile > [distpiecel <- table(piecel])
o2d4 376 pAEEL
. . Face Pile
> sum(piecel == "Pile™) IDDD| 624 376
> gum(piecel == "Pile™ / 1000
[1] 0.376

R > |

R 54 cirpiile s Us ez 4 LLET1E M=
Fichier Histarique  Redimensionnement

> piecel <- sample(ci("Pile'™, "Fs

» [distpiecel <- table(piecel))

piecel s
Face Pile =

524 376 N
> sum|piecel == "Pile™) / 1000 °©

[1] 0.376 =
5 lharpln:utidistpiecel / 1000 Face Pile
=

» Lignes de commandes saisies daims-R et exécutées dans la consile

Lorsque I'on veut faire des traitement par lot®¢exer plusieurs lignes de commandes
groupées) ou programmer des fonctions, I'utilisatle I'éditeuTinn-R facilitera grandement
I'écriture, la vérification et I'exécution des pedares ainsi créées.

La procédure classique consiste a suivre les émapemntes :

a Ecriture du code dangnn-R.

:..X e s b WiGotreMat i nrErobasimuatoni nitatonid s
L] File Project  Edit  Format  Marks  Insert  Search  Options  Tools R Wiew  Window  Web  Help
| | e e e
@ F~ i & Bide|iQEih|lied HEH ! E o | H ol

| |: |Bcomplex V|_ Francais (France) v o |88 s A

Z piecel:<- gample (c("Pile"”, "Face"), size =+1000, 'prob='c(.4,
2 (distpiecel:<-+tableipiecel) )|

4 sum (plecel-==:"Pile") /10009

& barplot (distpiecel:/ 100009

LB}, replace-=-TRUE} ]
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b Lancer la consol® (Rgui pour Graphic User Interface) a partir desnsdinn-R.

ATinn R (AL U RO T EMa LT MEO TSI OEESINTU (2T MRl B

|=] Fle Project Edit Format  Marks Insert  Search Qptions Tooks | R View ‘Window ‘Web Help

0DE- Be @ .:9eqp%0lise B Reerm (st
| | |R camplex v| | Frangais (France) ¥ || |[El rterm 3 i

InitiationRd r* ] [ Customize j Server (connections and tests)

1 #ftototoatat skt LT ENES DE - COMMANDE -pile-ou- £i > configure y Huiprobable: e
2 piecel-<--zample (c("Pile", - "Face"), -1 mi.4,-.6), replace-=
3 {distpiecel-<--table (piecel))q &% Send 4
4 zum (plecel-==-"Pile") /- 10009
s barplot (distpiecel-/-1000) 1
& q # Contral 4
LAY

¢ Copier coller les lignes de commandeTden-R dans la consolB. Les lignes de commandes sont
exécutées automatiguement et les résultats affictads la console pour les résultats numériques,
dans une ou plusieurs fenétres graphiques, pograghiques.

R

- grrrrrrx+x] IGNES DE COMMANDE pile ou face pas forcément éguiprobable ***xxxxxxs
> piecel <— sample(c("Pile™, "Face™), size = 1000, prob = c(.4, .6), replace = TRUE)

tpiscel <- table(piecel)) 3 g
RJ (ar ou o J vice 2 [ACTIVE). ._jh_‘ik.g

Fichier Historique  Redimensionnement

> swmipiesel == "Pile"™) / 1000

> barplot(distpiecel / 1000}

04

0.0

Face File

3° Utilisation de fichiers contenant les lignes deommande ou les fonctions a exécuter
Pour utiliser les exemples fournis dans des fishigiusieurs cas peuvent se présenter.

» S'il s'agit de fourniesdans le texte d'un fichier texte il suffit alors de
sélectionner les lignes concernées et de les copller dans la consolR ou elles seront
automatiguement exécutées (sauf peut-étre la derqigil faudra valider) et les résultats seront
affichés. Si on veut les modifier pour les adaptiut soit les modifier dans le traitement de
texte ou bien passer pann-R.

Par contre si c'est un fichier du type pdf il rieglly avoir des problémes causés par le fait que
les fins de ligne sont transformés en fin de panaige. Il vaut mieux donc éviter, au moins dans
la période d'apprentissage.

Il peut arriver, rarement, que la consBlénterpréte mal certains caracteres du traitement d
texte, ayant un aspect visuel "normal”. L'erretiraérs difficilement décelable, sauf en passant
parTinn-R.

» S'il s'agit ddignes de commandes constituant une fonctiofourniesdans le texte d'un
fichier texte, on procede comme précédemment en prenant biemlsa'assurer que la derniére
ligne a bien été validée (dans le cas contraireé apparait en début de ligne). La fonction vient
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d'étre introduite en mémoire. Pour I'utiliser ifféude saisir somom, suivi sans espace de ().
Cenom figure obligatoirement en début du code. Dansase ©e sont les valeurs des parametre
par défaut, indiquées dans la premiere ligne de cleda fonction, qui seront prises en compte.
Pour utiliser d'autres valeurs, il suffit de lediquer a l'intérieur des (). Exemplpiteface()

réalise 2000 simulations du jet de deux piecediégees (cf. Il ). Pour en réaliser 6000, je
saisispileface(6000)u pileface(nbsim = 6000)

» Une bonne solution consiste a disposer des fghéte au formafinn-R (extensionr)
contenant les lignes de codes voulues. Un fichiian-R est un simple fichier texte basique. Il
peut contenir les lignes de code de une ou plusigarcédures, les lignes de code de une ou
plusieurs fonctions ou un mélange de lignes dedulaes et de ligne de fonctions, comme par
exemple dans le fichiétnitiationR1.r* qui contient les lignes de code des procédurkset
lignes de codes des fonctions présentées darablesitix dul .

Il suffit alors de copier-coller les lignes de caplee I'on veut exécuter.

» Une autre solution pertinente lorsqu'il s'agititiéer une fonction, consiste a la faire lire et
charger directement depuis le fichier source sdidgue dur. Prenons I'exemple de la fonction
IFexactl(), dont les lignes de code sont dans le fickieBinomialExactl.r. Il peut d'abord
indiquer aR le dossier par défaut dans lequel se trouve lhéefi charger, en utilisant le menu
« Fichier—Changer le répertoire courant ». Puisrntaans la consolg, la commande
source("IF_BinomialExactl.r") . Pour exécuter la fonction, il suffit ensuite dperlfexactl()
ou, par exempldFexactl(n = 150, p = .2, kobs = 25, proba = .95)

Il - QUELQUES EXEMPLES SIMPLES COMMENTES

Convention typographique : contiennent les lignes de commarielLes
lignes en italique versont des parties de réponsedd@ ne pas coller dans la consolas textes en

ou bleu clair contiennent le code des fonctioRs Les # commentaires sont en nojr
précédés de #. Lesots en rouge sombresont les mots réservés aux commandes et fonctibees
deR.

#*LIGNES DE COMMANDE pile ou face pas forcément éq uiprobable **
sample (¢ size
prob c replace TRUE
table
barplot
sum ==
#**LIGNES DE COMMANDE pile ou face avec 2 pieces di fférentes **
sample (c size
prob c replace T
sample (¢ size
prob c replace T
paste
table
barplot (table
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#*FONCTION jet simultané de 2 piéces identiques éq uilibrées**

pileface <- function  (nbsim =2000) {
resultats <- rep (NA 3)
names(resultats) <- c("deuxpils", "deuxfaces", "autre")
for (i in linbsim) {
pieceA <- sample ( c("Pile", "Face"), 1)
pieceB <- sample ( c("Pile", "Face"), 1)
if (pieceA =="Pile" & pieceB == "Pile") {
resultats [ 1] <-resultats [1] +1 }else{
if (pieceA =="Face" &pieceB =="Face") {
resultats [ 2] <-resultats [2] +1 }else{
resultats [ 3] <-resultats [3] +1 }

print  (resultats)
print  (resultats / nbsim)
barplot (resultats / nbsim)

Fonction effectuant nbsim (2000) lancers
de deux pieces.

Parametres et valeurs par défaut,début
du corps de fonction

Initialisation d'un "vecteur" a 3
composantes

nommer les 3 composantes du vecteur
début de la boucle des nbsim lancers
pieceA équilibrée

pieceB équilibrée

comptage des "Pile Pile"

comptage des "Face Face"

comptage des autres résultats.

Fin des tests et

des boucles

Affichage des résultats.

}
Fin du corps de fonction.
#Le probleme historique du grand duc de Toscane (So mme de 3 dés)
#***LIGNES DE COMMANDE Simulation GrandDuc****
del <- sample (c(1:6), 1000, replace = TRUE 1000 jets d'un dé équilibré, la série
(distdel <- table (del)) des 1000 résultats est mise dans le

barplot (distdel / 1000)

vecteur del

de2 <-  sample (c(1:6), 1000, replace = T) tableau des effectifs de la série
(distde2 <- table (de2)) obtenus
dev.new () diagramme en barres
barplot (distde2 / 1000)
de3 <-  sample (c(1:6), 1000, replace = T) ouvre une nouvelle fenétre graphique
(distde3 <- table (de3)) méme chose avec un autre dé équilibré,
dev.new () la série des 1000 résultats est mise
barplot (distde3 / 1000) dans le vecteur de2
de <- del + de2 + de3
(distde <- table (de)) méme chose avec un autre dé équilibré,
dev.new () la série des 1000 résultats est mise
barplot (distde / 1000) dans le vecteur de3
nbneuf <- sum(de ==9)
nbdix <- sum(de ==10) somme, composante a composante des 3
cat ("Fréquence des neuf =", nbneuf / 1000, " \n ") vecteurs, les 1000 résultats sont mis
cat ("Fréquence des dix =", nbdix / 1000, " \n ") dans le vecteur de.
barplot (distde, xlab ="Somme des numéros des 3 faces",
ylab = "Effectifs simulés", Tableau des effectifs de la série de,
main = paste ("Diagramme en barre de 1000 simulations \n du jet diagramme en barres
de 3 dés équilibrés")) comptage du nombre de neuf et du nombre
de 10.
affichage des résultats.
#***EONCTION simulation Grand Duc***+**
simgrandduc <- function  (nbsim=1000) {
del<- sample (c(1: 6), nbsim, replace = TRUB La fonction effectue nbsim lancers de 3
de2 <- sample (c(1: 6), nbsim, replace = TRUB dés. On additionne les résultats obtenus
de3<- sample (c(1: 6), nbsim, replace = TRUB
de <- del + de2 + de3 tableau des effectifs des 1000 sommes
distde <- table (de) obtenues et leur diagramme en barres.

print  (distde)
barplot (distde / nbsim)

}

#*LIGNES DE COMMANDE probabilité Grand Duc***+*+**

#**Somme des valeurs des faces obtenues en jetant 3 dés**
#***Calculer avec le modele mathématique "exact"*** *
#****Construire l'univers correspondant a cette exp érience***

serieS3de <- array (data = NA dim = c(6,6,6))
for (i in 1:6){
for  in 1:6){

for (k in 1:6){
serieS3de [i,j k ] <-i+j+k
}
serieS3de
(distS3de <- table (serieS3de))
nbneuf <- sum(serieS3de  ==9)
nbdix <- sum(serieS3de == 10)

cat ("Probabilité de neuf =",nbneuf / 216,"\n")
cat ("Probabilité de dix =",nbdix / 216,"\n")
dev.new ()

barplot  (distS3de)

graphics.off 0

Initialisation d'un tableau de
dimension3

boucles imbriquées pour parcourir tous
les triplets possibles et générer

I'univers des résultats possibles : les
216 valeurs obtenues sont mises dans le
vecteur serieS3de.

Tableau des effectifs

Comptage du nombre de 9 et del0
calcul de la probabilité.
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#**Fonction probabilité Grand Duc**¥***
probgranduc <- function () {
serieS3de <- array (data = NA dim = c(6, 6, 6))
for (i in 1:6) {
for  in 1:6) {
for (k in 1:6) {

serieS3de [i,j, k ] <-i+j+k
}
}
serieS3de
distS3de <- table (serieS3de)
nbneuf <- sum(serieS3de  ==9)
nbdix <- sum(serieS3de == 10)

cat ("Probabilité de neuf =",nbneuf / 216,"\n")
cat ("Probabilité de dix =",nbdix / 216,"\n")
print  (distS3de)
barplot (distS3de / 216)

}

#H##H##LIGNES DE COMMANDES-- CALCULS DE PROBABILITES #t#H#HHHHHHE
] Loi binomiale ---------------

# Calcul de P(A <= X <= B), X étant une v.a. de dis tribution
# binomiale

# de parametres n=100 et p=0,52.

# Les exemples choisis peuvent servir de base a une réflexion
# sur les différentes fagons de déterminer un inter valle de
# fluctuation, a partir

# de I'exemple 1 (Monsieur Z du document d'inspecti on).

# P(42<=X<=62):

sum( dbinom

# P(43<=X<=62):

sum( dbinom

# P(42<=X<=61):

sum( dbinom :

# P(X<=41) ; P(X<=42) ; P(X<=43):

pbinom
#emm- Combinaisons et loi hypergéométrique ------- -
# Calcul de P(X=3) ; x=3 ; X de loi hypergéométriqu e de
parametres
#m=3,n=5 k=4,
choose choose choose
# Pour vérification :
dhyper
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# **LIGNES DE COMMANDES ****** SIMULATIONS NUMERIQU ~ ES *****

# lllustration graphique de la loi des grands nombr es:
# Lorsque n augmente, on observe les suites de dist ributions
# Les fréquences tendent vers une valeur limite : | a probabilité
# Les écarts a cette valeur limite sont de plus en plus faibles
rep (c
c
c( rbinom
rbinom( rbinom
rbinom rbinom
rbinom
dev.off
plot xaxp c
main
dev.new
plot ( as.factor
xlab
ylab
main
Distributions des fréquences des succés
g = o
24 w Résumé des distributions
@ SH -
= 1
= * ©o 9 o | ! o
Q (=3 i
0% 3 o :
= o :
T ol .0 H 1
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o =] L
= ° T T T T T T
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0100 200 300 400 500 600 FOD 8OO 900 1000 Echantllons par tiles
nechant
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ANNEXE 5 METHODE DE MONTE-CARLO %

La méthode de Monte-Carlo est une méthode probtbitiermettant le calcul approché d’intégrales
(simples ou multiples) de fonctions quelle que #mit régularité. C'est cette propriété qui expiiqu
son intérét par rapport aux méthodes détermingdéssiques.

1
Pour simplifier cette présentation, on suppose lgpre cherche a calculep =I f (X)dx pour une
0

fonction continue sur [0,1] a valeurs dans [0,1].

A. METHODE DITE DU « REJET »

Comme p est donc I'aire du domainB ={(x, y)[0,1]2/ y< f(x)} , une premiere méthode possible

est de tirer aléatoirement un grand nombre de galatcarré [0,1]2 et de faire le quotient entre le
nombre de points situés dans le dom&net le nombre total de points.

Exemple
On peut voir sur la figure 17 ci-dessous le résufieaphique dans le cas de la fonction

f(x):§(><3—x2+1).

1
Avec N =10000points, une exécution de l'algorithme donne uneewalpprochée dej0 f (X)dx
égale a4 0,6056.

La valeur exacte eslt%L =0,6111

Code de I'algorithme

W VARIAELES

— N EST_DU_TYPE NOMERE
—x EST_DU_TYPE NOMERE
—y EST_DU_TYPE NOMERE
—i EST_DU_TYPE NOMERE
—u EST_DU_TYPE NOMERE
—aire EST_DU_TYPE NOMERE
W DEBUT_ALGORITHME

LIRE N
u PREND_LA_VALEUR 0
W POUR i ALLANT DE 1 AN
DEBUT_POUR
x PREND_LA_VALEUR, random()
y PREND_LA_VALEUR random(}
¥ S| (y<=Fl(x)) ALORS

DEEUT_SI
u PREND_LA_VALEUR u+1
TRACER_POINT (x.y)
FIN_SI
FIN_PCUR.
— AFFICHER u
— aire PREND_LA VALEUR w/N

— AFFICHER aire
— FIN_ALGORITHME

Figure 17 : tirage de 10000 points de [021]

o

Voici ce que donne [lalgorithme pour la fonction
f (X) = Ent10x) / 10 ou Ent désigne la partie entiere.

:"‘l
“nrd Y

o e
s

Bk
e

O

On voit que la méthode fonctionne méme avec destifors
présentant des discontinuités. C’est son avantage les
méthodes de calcul approché classiques (trapénegs&,...).

r

%

2. { 7}
e, 4 T
i
’E'u

' i

une secondeelesbn contenu n'est pas au programme maisgbeut
ment perscénafi TS.

Rkl
5 Wk
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Lien vers :monte carlo.alg

Justification
On considére deux variables indépendaKtesY suivant la loi uniforme sur [0,1].

On admet queP(Ys f(X)) = p. L'exemple ci-dessous permet de Vvérifier cettgopépé sur un cas
particulier.
Si on consideré X;,Y,).......{ X, ,Y;) ncouples de variables aléatoires indépendantearsia [oi

uniforme sur [0,1], on &(Y; < f(X,))= p pour toutk {1,..,n} .

Si S, représente le nombre de coupQéS(,Yk) tels quey, < f(X,), alors S, suit une loi binomiale

Sh

de paramétres etp. La loi des grands nombfépermet d’affirmer que la suit[e—j converge en
n

i‘p

probabilité verp c'est-a-dire que pour toyt>0, P(
n

ng - 0 quandn tend vers l'infini.

Si on génére avec un ordinateur un grand nomboeudgaes aléatoire£ Xk,Yk), la proportiorf de
ces couples pour lesquels< f( X,) fournit donc une valeur approchéeple
1
n

RETE
NN

De plus sin>30 etnf>5 et n(1- f)=5 alors I’intervalle[f }est un intervalle de

confiance de au niveau 0,95.

Avec n=10000 on obtient une précision de 0,01 avec une condialec0,95.

Exemple

On prend ici la fonctiol définie par f (x) = x2 et on poseZ = f(X)—-Y= X2- Y ou les deux
variables indépendant&setY suivent la loi uniforme sur [0,1].

Onap=P(Y< X2)=P( z=0).

g(¥=vx+1 si xJ[-10

On admet que la densité Aest la fonctiorg définie sur [-1,1] pa _
g(¥=1-Vx si >xJ[0,]

_ _1
Alors P(ZzO)-J.0 g(x)dx-E.

B. METHODE DE L’ESPERANCE

On admet le résultat suivant :
Si X est une variable aléatoire suivant une loi unifosar [0,1] et sf est une fonction continue sur

1
[0,1] alors la variable aléatoiré = f( X) possede une espérance égate:ajo f(x)dx.?

L'exemple ci-dessous donne une approche de céagésu
Si on consideren variables indépendanteX,,.....,X,, suivant une loi uniforme sur [0,1], alors la

D FX)

variableX=L— converge en probabilité veps
n

5 \/oir annexe 1.
%6 C'est un cas particulier d’un théoréme de prolitghiionnu sous le nom de « théoréme du transfert ».
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Exemple
On prend ici la fonctionf définie par f(x)=-In(l-x) pour x0O[0,] et on pose
Y = f(X) ==In(@- X) ou X suit une loi uniforme sur [0,1].

On aP(Y < %) =P( X<1-€™)=1- € pour x [0, +c[.

DoncY suit une loi exponentielle de parametre 1. Onaaits queE(Y) =1.

1
Le calcul de I’intégralej -In(1- x)dx est un exercice classique d’analyse.
0

F VARIABLES

— ¥ EST_DU_TYPE NOMERE 2
— N EST_DU_TYPE NOMERE Avec N=10000 et la fonctiorf (x) == (> — 32 +1), une exécution
— 5 EST_DU_TYPE NOMERE 3

— i EST_DU_TYPE NOMERE

: de I'algorithme donne une valeur approchée de 0,610
— aire EST_DU_TYPE NOMERE

" DEBUT_ALGORITHME Il peut étre intéressant de comparer I'efficace8 deux méthodes.
— 5 PREND_LA MALEUR O - i - -
L RE N On peut constater que la methode de I'espérancenegpéneral un
¥ POUR i ALLANT DE 1 AN peu plus précise.
DEEUT_POUR

x PREND_LA VALEUR randomi)

5 PREND_LA VALEUR S+F1(x}  Lien vers :monte Carlo bis.alg
FIN_POUR

— aire PREND_LA VALEUR S/M

— AFFICHER aire

= FIN_ALGORITHME

Remarque

La méthode de Monte-Carlo est couramment utilisge palculer des aires ou des volumes. Elle est
plus aisée a mettre en ceuvre que des méthodemuhesbes.
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ANNEXE 6 COMPARAISON DE DEUX FREQUENCES ET DIFFERENCE SIGNIFI CATIVE

A. UNE SITUATION TRES FREQUENTE EN SCIENCES EXPERIMENTALES ET EN ECONOMIE

Une situation trés fréquente dans les démarchefriexgntales est d’avoir & comparer deux séries de
mesures, ou deux fréquences, pour étudier par dedlimfiluence d'un facteur. On peut alors utiliser
un test de comparaison (mais il s’agit alors d’gnieoite noire » dont on ne peut que difficilement
justifier le fonctionnement au niveau des classetedminales) ou, ce qui est souvent pratiqué kens
autres disciplines, comparer deux intervalles ddiance ou « barres d’erreurs ».

Exemple 1 : erreurs de mesure

Un document traitant de « I'estimation des incedtts sur les erreurs de mesure » (Université de
Strasbourg — Sciences physiques) indique qu’on geomparer des valeurs de facon trés simple, par
comparaison des segments d’incertitude » (il s'géitéralement d’intervalles de confiance a 95 %).
« Les segments doivent avoir une partie commurens de cas contraire, soit I'incertitude est trop

faible (mauvaise évaluation de I'erreur), soit iayun résultat erroné. Cette méthode est intéressan

pour une comparaison globale de résultats expétaugn provenant par exemple d’expériences

différentes. »

Exemple 2 : prévalence du chikungunya a Mayotte

Séroprévalence spécifique du CHIK par age

(N= 1154), Mayotte, 2005-2006

Séroprévalence globale pondérée % [IC 95%] = 37,2 [33,9 - 40,5]
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Deux intervalles de confiance non disjoints : paglifférence significative.
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Le paragraphe qui suit, bien que s’appuyant surentain nombre de résultats admis, a pour objectifs
de donner des éléments de justification du critétenu en terminale STI2D-STL pour juger d’une
différence significative de deux proportions.
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B. COMPARAISON DE DEUX FREQUENCES

On souhaite comparer les proportigm®tp, d'un méme caractére, dans deux populations distina
partir de I'observation des fréquences et f, observées sur un échantillon de chacune des deux
populations. La question posée est de savoirdifferencef; — f, est significative.

On suppose que les proportions des deux populagmrmtdes mémesp; = p,.
Sous cette hypothése d’'égalité des proportionsides populations, la variable aléatoie— F,, qui
a chaque paire d'échantillons de tailjeet n,, respectivement issus de chacune des deux pamdati
associe la différencl — f, des fréquences observées, suit approximativemaunt rp et n, assez
fa-1) + f, - 15) ).

n,

grands, la loi normalgr (0,

Remarque

L’espérance de la variablg- F, égale a la différencp 1 — p » est nulle compte tenu de I'hypothese.
La variance de la variable— F, est égale a la somme des variances car les vasiatgjoutent si I'on
suppose les variablés etF, indépendantes.

Dans ces conditions, on peut déterminer I'inteevalé fluctuation de la variabke, — F, au seuil de
5%, d'ou :

P(- 1,96\/ f@-f) + f,d-1,) <F,-F,< 1,96\/ fid-f) + f-1,) ) =0,95.
n n, n n,

On conclut en disant que I'observation d’'une ddfé@ef, — f,, obtenue a partir des fréquences

observées, vérifiantf, - f,| > l%\/ L1, @7 %) omet en question I'hypothésm = p,
n n,

puisque avec I'hypothése = p, cette situation n’a que 5% de chances de se pmdui

C. INTERSECTION DE DEUX INTERVALLES DE CONFIANCE

Conformément aux notions présentées en classe rdénéde, on peut déterminer a partir de
I'observationf;, un intervalle de confiance pour la proportmrau niveau de confiance de 95% :

{fl_m [0 ¢, 106 [R0- fl)}
ny n

De méme, on peut déterminer, a partir de I'obs@md4, un intervalle de confiance pour la proportion
p- au niveau de confiance de 95 % :

|:f2 _1,96 f2(1_ f2) , f2 +1,96 f2(1_ f2):| .
V. n V. n

On peut alors décider qu’il existe une « différesagnificative » entre et f2 lorsque les
intervalles de confiance précédents sont disjoa¥st-a-dire lorsque :

f,(1-f f,Q-f
|f1—f2|>1,96(\/ 1(1nl l)+\/ 2(1712 Z)J.

Si 'on compare ce critére de « différence sigaitfive » au précédent, on constate qu'il est
plus « sévére » puisque :

\/fl(l_ fl) +\/ fz(l_ fz) 2\/ fl(l_ f1) + fz(l_ fz) '

n n, n n,
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