Questions de cours ou démonstrations exigibles en terminale S

Elles sont repérées dans le programme officiel par un petit logo qui ressemble un peu
acela « » mais en plus petit et qui se trouvent dans la colonne « Capacités attendues »

1) Si u, est inférieur ou égal a v, a partir d'un certain rang et (u,) tend vers +oo
quand n tend vers +o alors (v,) tend vers +e= quand n tend vers +o°
Indication :
Il s’agit de démontrer que tout intervalle de la forme [A ;+o<[ contient tous
les termes de (v,) a partir d’un certain rang.
On utilise alors les hypotheses :
d’une part un tel intervalle contient tous les u,, a partir d’un certain rang et d’autre part
Vv, est supérieur a u, a partir d’un certain rang.

2) Si g>1 alors la suite (q") tend vers +e= quand n tend vers +eo.
Indication :

On démontre par récurrence que (1+a)">1+na ou a un réel positif.

Ensuite on écrit g=1+a avec a>0 et on utilise un théoréme de comparaison.

3) Unicité d'une fonction dérivable sur IR, égale a sa dérivée et qui vaut 1 en 0.

Indication :

On démontre d’abord qu’une telle fonction f ne s’annule pas ; pour cela on utilise la fonction
auxiliaire g : g(x) = f(x)f(—x) et on démontre que g est constante g(x)=1 (g’'=0)

Ensuite, pour I'unicité, on prend 2 telles fonctions f1 et f2 et on démontre que f1=f2.

Pour cela on utilise la fonction auxiliaire h(x) = ;:2—83 et on fait comme pour g.

4)lim,_, ,e* =+ et lim,__, e*=0.
Indication :
Pour la premiere on utilise un théoréme de comparaison :

On démontre que e* > x a l'aide des variations de la fonction f(x) = e* — x

s o s - _ 1
Pour la deuxiéme, on pose X = —x et on se raméne & la premiére en utilisant e % = =

5) Caractériser les points d'un plan de I'espace par une relation
ax+ by +cz+d =0 ol a,b,c sont trois réels non tous nuls.

Soit (P) le plan qui contient le point A et de vecteur normal 7.

Etape 1
On démontre d’abord AM.7 = 0 & M € (P)

=
Soit M un point de (P)

Si A=M alors AM = 0 et donc AM.7% = 0

Si AzM alors (AM) est une droite de (P) et comme 71 est un vecteur normal de (P) , alors AM L7 et
donc AM.7 = 0



=

Soit M un point qui vérifie AM.7 = 0

Considérons le projeté orthogonal, noté H, de M sur le plan (P)

OnaAM.7 = AH.7 + HM.7 et comme H est sur le plan (P), d’apres la premiére implication, on a
AH.7 = 0, et comme AM.7 = 0, on en déduit que HM.7 = 0

Or il existe un réel x tel que HM = x7i car Hest le projeté orthogonal de M sur (P) et 71 est un
vecteur normal de (P).

On a donc x 71.77= 0 et donc x = 0 car 71 est un vecteur non nul et 7.70= || 72|

Ce qui donne HM = 0 soit M=H

M est donc un point de (P)

Etape 2
Le repere est supposé orthonormé.

A a pour coordonnées (Xa, Ya, Za) et 71 de coordonnées (a, b, c) non toutes nulles car 71 est un vecteur
non nul.

M de coordonnées (x,y,z) € (P) & AM.7 = 0 d’apres I'étape 1.
& a(x-xa)+b(y-ys)+c(z-za)=0 avec I'expression du produit scalaire

dans un repére orthonormé
< ax+by+cz+d=0 avec d=-ax-bya-cz

On a donc caractérisé les points de (P) par une relation ax + by + cz+d = 0 ou a, b, ¢ sont trois
réels non tous nuls.

6) Une droite est orthogonale a toute droite d'un plan si et seulement si

elle est orthogonale a deux droites sécantes de ce plan.
On démontre le sens non trivial :
Considérons 2 droites d1 et d2 sécantes de (P) et orthogonales a (A).
On prend des vecteurs directeurs u; de dl et u, de d2 qui forment une base de (P).
Pour toute autre droite (d) de (P) on considére un vecteur directeur u ~ de cette droite.
Les vecteursu ~, u; et u, sont donc coplanaires et par hypothése , u; et u, ne sont pas
colinéaires, donc il existe 2 réels x et ytelsqueu  =xu; +yu, .
Il suffit alors d’utiliser le produit scalaire avec un vecteur directeur v de (A).
Onau .v =xu;.v  +yu,.v =0 car, par hypothése,u; Lv etu, LV etdonc
u. v _=0etu,. v =0
On en déduit donc queu ~ L vV et donc que (d) est orthogonale a (A).

7) Si deux événements A et B sont indépendants alors 4 et B le sont.
Indication :

On démontre que p(A N B) = p(A)p(B) en utilisant p(A N B) = p(A)p(B)
et la formule des probabilités totales : p(B) = p(AN B) + p(AN B)

8) L'espérance mathématique d'une variable aléatoire qui suit une loi
. R 1
exponentielle de parametre A est X
Indication :



. , . _ 1
Il s’agit de démontrer que lim,_, fox)\te A gt = =

Pour cela on doit trouver une primitive de la fonction g: g(t) = Ate™ M

On utilise le fait qu’une telle primitive G est de la forme G (t) = (at + b)e™**
oU a et b sont 2 réels a déterminer.

9) Pour a €]0; 1[ , il existe un et seul réel positif u, tel que P(-u, <X <u,) = 1-a ol
X suit la loi normale centrée réduite.
Indication :
On remarque que P(-uy € X € uy)=2P(0<X < ug)
Le probléme posé revient a résoudre dans [0 ;+o[ I'équation
P(O<X € x)= 1;—"‘
1 ot

or la fonction F définie par F(x)=P(0 <X < x)=f0erTdt est la primitive de la densité

de la loi normale centrée réduite qui s’annule en 0.
On établit ensuite le tableau de variations complet de F sur [0 ;+o<[ et on utilise

, N . T 1—-«a
le théoréme des valeurs intermédiaires avec A = -

. e Pl
10) lim, 1o P(Fn € [P — ue L2, p +u, B2 )) =

N X" . - . R
ou Fn= —et X, suit la loi binomiale de parameétres n et p.

(a et u, sont ceux de9) )
Indication :

Fi€[p-u, VZDf/lﬁ_p),pwa”Df/ln__p)] S X, ENp-uy/np(l —p) ,np+us/np(1—p)] caan=%
1-—
VP \/pfﬁ_lp)])

(1-p)
doncP(F,E[p- UaT,lea

=P(X, E[np-uy/np(l —p) ,np+u/np(1—p)])

:P(Zn € [' Uy , Uy ] ou Z,= Zn 1P

Vnp(1-p)

orlim,;o( P(Z, € [—uUyg ,uq])) = P(ZE[-uy,u, 1), ouZsuit laloi normale centrée
réduite , d’apres le théoréme de Moivre Laplace.

Mais P(Z€[-uy , Uy 1) =1- ad’apres le cours.

Jp(1-p) tu @]) =1-a(c.q.f.d.)

donc lim,_,, o  P(F, € [p — u, N —



